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1. KURZREPETITION TOPOLOGIE

Definition 1.1. Seit X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie 7 von Teilmengen
von X, welche Folgendes erfiillen:

(1) X und @ sind in 7 enthalten,
(2) die Vereiningung jeder Familie von Elementen in 7 ist wieder in 7 enthalten,
(3) jeder Schnitt von endlich vielen Elementen in 7 ist wieder in 7 enthalten.

Die Elemente in 7 nennt man offene Mengen. Ein topologischer Raum ist ein paar (X, 7), wo T
eine Topologie auf X ist. Wenn U € 7, dann nennt man X\U abgeschlossen.

Eine Teilmenge von X nennt man abgeschlossen, wenn sie das Komplement einer offenen
Teilmenge von X ist.

Example 1.2. (1) 7 = {X, @} ist die triviale Topologie auf einer Menge X.

(2) Wenn 7 die Potenzmenge von X ist, dann nennt man 7 die diskrete Topologie. Dann
ist jedes z € X offen und abgeschlossen.

(3) X =R", 7 is ist die Familie der Mengen U < X, so dass fir jedes z € U gibt es ein
e >0, so dass B.(z) c U.

(4) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Familie 74 folgender Mengen ist die von d
induzierte Topologie auf X: U < X und fir jedes x € U gibt es € > 0, so dass
{ye X |d(z,y) <e} cU.

(5) X =Z, 7 die Familie der endlichen Mengen in Z und Z is keine Topologie, weil die
Vereiningung aller endlichen Teilmengen von Z, welche nicht 0 enthalten nicht endlich
ist und nicht 7Z ist.

(6) Seien (X,7), (Y, 7’) topologische Raume. Wir definieren die Produkttopologie auf X x Y
wie folgt: eine offene Menge in X x Y is eine (beliebiege) Vereiningung endlicher
Schnitte von Mengen U x V ist, wobei U < X,V c Y offen.

(7) Die Euklidische Topologie auf R™ ist die Produkttopologie der Euklidischen Topologie
auf R (Ubung).

(8) Sei Y c X eine Teilmenge. Die induzierte Topologie auf Y is wie folgt definiert: eine
Menge U c Y is offen, wenn es V < X offen gibt, sodass U =Y n V.

Definition 1.3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
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(1) Sei z € X. Eine Umgebung von z ist eine Teilmenge V' < X, welche eine offene Menge
U enthélt, so dass z € U.

(2) Eine Basis von 7 ist eine Familie B von offenen Mengen von X, so dass jede offene
Teilmenge von X eine Vereinigung von Elementen aus B ist.

Example 1.4. (1) (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Familie der offenen Kugeln
eine Basis fiir 74.
(2) Seien (X, 7),(Y,7’) ein topologischer Raum. Dann ist
B={n U xV;| U cX,V; < Yoffen,n > 1} eine Basis der Produkttopologie auf
X xY.
Wenn B’ (resp. B”) eine Basis von 7 (resp. 7') ist, dann ist
{AI U xV; | U; € B',V; € B",n > 1} eine Basis der Produkttopologie auf X x Y.

Definition 1.5. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(1) (X, ) ist kompakt, wenn es fiir jede Uberdeckung X = u;e;U; von offenen Mengen in
X iy,...,in el gibt,sodass X =U;, u--- v U;,.

(2) (X, 1) ist Hausdorff, wenn es fiir jede z,y € X zwei disjunkte Umgebungen U,V € X
gibt, so dass x € U und y € V.

(3) (X, 7) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom (is second-countable), wenn 7 eine
abzdhlbare Basis hat.

Example 1.6. (1) Die diskrete Topologie auf einer Menge X ist Hausdorff aber nicht
kompakt (ausser X is endlich).
(2) Die triviale Topologie ist kompakt aber nicht Hausdorff.
(3) Abgeschlossene beschrinkte Mengen in einem Metrischen Raum sind kompakt.
(4) Jeder Metrische Raum (X, d) ist Haudroff und hat eine abzéhlbare Basis. Wenn X
nicht beschrankt ist, ist X nicht kompakt.
(5) Die diskrete Topologie auf R hat keine abzéhlbare Basis.

Lemma 1.7. Sei (X, 7) ein Topologischer Raum und Y < X eine Teilmenge mit der
induzierten Topologie. Wenn X Hausdorff ist, dann ist Y Hausdorff. Wenn X das 2.
Abzdhlbarkeitsaziom erfillt, dann tut dies auch Y .

Proof. Topologievorlesung O

Definition 1.8. Seien (X, 1), (Y, 7’) topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Sei
B eine Basis von 7/. Wir sagen, dass f stetig ist, wenn das Urbild jeder offenen Menge in YV
wieder offen ist.

Equivalent, und praktischer in der Anwendung

Lemma 1.9. Seien (X, 71),(Y,7’) topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung. Sei B
eine Basis von 7'. Dann ist f stetig genau dann, wenn Vx € X und YV € B’ mit f(x) €V, die
Menge f~1(V) eine Umgebung von x ist.

Proof. Topologievorlesung. O

Example 1.10. Sei Y = X.
(1) Wenn 7 = {X, @} und 7/ = P(X), dann ist die Identitiat nicht stetig
(2) Wenn 7 = P(X) und 7" = {X, @}, dann ist die Identitét stetig.

Seien (X, 7), (Y, 7') topologische Rdume und betrachte die Produkttopologie auf X x Y. Dann
sind beide Projektionen px: X xY — X und py: X x Y — Y stetig. In der Tat, wenn
U c X offen, dann ist py,'(U) = U x Y und wenn V < Y offen, dann ist py'(V) = X x V.



Example 1.11. Wir betrachten R, R mit der Euklidischen Topologie. Sei f: R® — R eine
Abbildung. Dann ist Stetigkeit im analytischen Sinne equivalent zur Stetigkeit im
topologischen Sinne. Namlich:

Vage R", Ve > 035 > 0sd Va; € X sd d(zo,z1) < 9 gilt d(f(x0), f(x1)) <e
<=V e R",Ve > 036 > 0 sd Vo1 € Bs(xo) < X gilt f(z1) € B-(f(x0))
«=VrpeR", Ve > 036 > 0sd f(Bs(zo)) < Be(f(0))

—Vzoe R", Ve > 036 > 0 sd Bs(zo) < f~H(B(f(20)))
Vg eR", Ve > 0 ist f~1(B.(f(x0))) eine Umgebung von x

Definition 1.12. Seien (X, 7), (Y, 7’) topologische Raume und f: X — Y eine Abbildung.
Wir sagen, dass f ein Homdomorphismus ist, wenn f bijektiv und sowohl f als auch f~! stetig
sind. Wir sagen, dass X und Y homeomorph sind.

Example 1.13. (1) Wenn Y = X und 7’ = 7, dann ist die Identitét ein
Homd&omorphisms.
(2) Rag —> Rwq, o > 22, ist ein Homdomorphismus.
(3) R — R.p, z — €” ist ein Homéomorphismus.

2. TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIKEITEN

Mannigfaltigkeiten sind topologische Radume, die lokal aussehen wir R™.

Definition 2.1. Eine topologische Mannigfaltigkeit M (von dimension n) ist ein nicht-leerer

Hausdorff topologischer Raum, welcher das zweite Abzadhlbarkeitsaxiom erfiillt, und so dass es
fiir jeden Punkt p € M eine Umgebung U < M gibt, welche homéomorph (in der induzierten

Topologie) zu einer offenen Teilmenge von R™ ist.

Wir sagen, dass n die dimension von M ist und schreiben n = dim M.

Lemma 2.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Die Hausdorffbedingung impliziert:
jede endliche Teilmenge ist abgeschlossen, Grenzwerte von konvergenten Folgen sind eindeutig.

Proof. Topologievorlesung. O

Die Bedingung des 2. Abzéhlbarkeitsaxioms wird fiir sogenannte Zerlegung der Eins wichtig,
welche

Lemma 2.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und U < M eine offene Menge. Dann
ist U (mit der induzierten Topologie) eine Mannigfaltigkeit.

Proof. Nach Lemma 1.7, ist U Hausdorff und erfiillt das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom. Sei p € U
und n = dim M. Dann gibt es eine offene Teilmenge p € V < M, eine offene Teimenge V cR®
und einen Homéomorphismus f: V — V. Dann ist U n V < M offen und

floav: UV — f(U A V) c V ein Homéomorphismus. O

Definition 2.4. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Eine Karte von M
ist ein Paar (U, ), wobei U ¢ M eine offene Teilmenge ist und ¢: U — U ein
Homd&omorphismus von U zu einer offenen Menge ¢(U) = U < R". Wir nennen U auch den
Domain von (U, ¢).

Wenn p € U, sagen wir, dass (U, ¢) eine Koordinatenumgebung von p ist.

Den Homéomorphismus ¢ nennt man Koordinatenabbildung. Wir kénnen

o(p) = (z1(p), ..., xn(p) schreiben, und die x; nennt man lokale Koordinaten von U.

Wenn ¢(U) eine Kugel (bzw Wiirfel) ist, dann nennt man (U, ¢) eine Koordinatenkugel (bzw
-wiirfel).



Example 2.5. (1) M =R"
(2) M eine abzahlbare Vereinigung von Punkten, n = 0
(3) St = {(z,y) e R? | 22 + y? = 1} (Ubungen)
(4) S™ = {(x1,...,2,) eR" | 22 + .- + 22 = 1} (Ubungen)
(5) Graph: sei U < R™ offene Menge und f: U —> RF stetig. Sei

L(f) :={(z,y) | R" x R* |z e Uy = f(z)} c RF x R?

mit der induzierten Topologie von R¥ x R™. Die Projektion py: I'(U) — U die
Projektion auf U is stetig (da sie die Einschrankung der stetigen Projektion
R™ x R¥ — R™ ist). p; hat ein Inverses, nimlich ¢ : z +— (z, f(z)), und ¢ is stetig,
weil f stetig ist. Also ist I'(f) eine topologische Mannigfaltigkeit.

(6) Ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber R (Ubungen).

(7) Das Produkt M; x --- x M} von topologischen Mannigfaltigkeiten My, ..., M}, ist
wieder eine topologische Mannigfaltigkeit.

Sein (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist A < X relativ kompakt (oder prikompakt) wenn A
kompakt in X ist.

Lemma 2.6. Jede topologische Mannigfaltigkeit hat eine abzihlbare Basis von prikompakten
Koordinatenkugeln, und sie ist iberdeckt von abzdhlbar vielen prakompakten Koordinatenkugeln.

Proof. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt p € M ist in einer Koordinatenumgebung
(Up, ¢p) enthalten. Die Menge ¢,(Up) < R™ hat eine abzéhlbare Basis von préikompakten
offenen Kugeln, namlich die abzéhlbare Familie der Kugeln B, (z),z € Q" n ¢,(Up), 7 € Qx0, so
dass Bs(x) < ¢p(U) mit s > r. Jeder solche Ball ist prékompakt in ¢,(Up). Da M das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, hat M eine Uberdeckung von abzihlbar vielen
Koordinatenumgebungen (U,, ¢p). Daher bilden die Urbilder der offenen Kugeln B, (x) eine
abzahlbare Basis fiir die Topologie von M. Sei V' < U, das Urbild einer solchen Kugel. Weil ¢,
ein homéomorphismus ist, ist der Abschluss von V' in U, (bzgl der induzierten Topologie auf
Up) kompakt. Da M Hausdorff ist, ist V' in M abgeschlossen. Also ist der Abschluss von V' in
M gleich dem Abschluss von V' in U;. Es folgt, dass V' auch in M prikompakt ist. [l

Ein topologischer Raum (X, 7) ist lokal kompakt, wenn es fir jeden Punkt p € X eine
Umgebung U gibt und eine kompakte Menge K < X, so dass pe U ¢ K. Man nennt K eine
kompakte Umgebung von p.

Lemma 2.7. Jede Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt.

Proof. Nach Lemma 2.6 hat jede Mannigfaltigkeit eine Basis aus prakompakten Mengen. Also
hat jeder Punkt eine priakompakte Umgebung und daher auch eine kompakte Umgebung (den
Abschluss der prakompakten Umgebung). O

Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum und U := {U,}aec eine Familie von
Teilmengen von M. Wir nennen U lokal endlich, wenn es fiir jeden Punkt x € X eine
Umgebung gibt, welche nur endlich viele U, nicht-leer schneidet.

Lemma 2.9. Sei X ein topologischer Raum und X = {X,}aca eine lokal endliche Familie von
Teilmengen von X. Dann ist {Ya}aeA lokal endlich und UaXaq = UaXa.




Proof. Topologie Vorlesung (oder Ubung). O

Proposition 2.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und U := {Uy}aca irgendeine eine offene
Uberdeckung von M. Dann hat M es eine lokal endliche offene Uberdeckung V := {Vs}gen, so
dass V3 € B es a€ A gibt mit Vg < U,.

Mehr noch, wenn B eine Basis der Topologie von M ist, dann gibt es eine offene Uberdeckung
V wie oben, welche abzihlbar ist, so dass Vg e BVS e B.

Proof. Wir bemerken, dass die zweite Aussage stérker als die erste ist. Es reicht also, nur die
zweite zu zeigen. Sei {Kj};—1= eine Uberdeckung von M von kompakten Mengen K, so dass
K; c IntKj, for alle j > 1; sie existiert, weil M Haudroff und lokal kompakt ist und das
zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt [1, Prop A.60]. Fir jedes j, sei V; := Kj41\IntK; und
W; = IntK;2\K;_1 (wobei K; := @ fiir j < 1). Dann ist V; kompakt, W ist offen und
V; © W;. Da B eine Basis der Topologie von M ist, gibt es B, € B mit x € B, < Wj. Die
Familie {Bz:}a:evj ist eine offene Uberdeckung von V;. Da V; kompakt ist, hat diese
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung {Bmkj}ivi 1- Die Vereinigung vy, ; By, ; ist eine
abzihlbare Uberdeckung von M und By, ; © W; Vj. Wir bemerken, dass W; n W; = &, ausser
j—2<i<j+2:
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Es folgt, dass es fir jeden Punkt x € M eine Umgebung gibt, die in nur endlich vielen By,
enthalten ist.

3. GLATTE MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 3.1. Seien U < R”, V < R™ offene Mengen und F': U — V eine Abbildung. Wir
nennen F' glatt, wenn jede Komponente von F' = (Fy,..., F,,) stetige partielle Ableitungen
jeder Ordnung hat. Wir sagen auch, dass F' C® ist.

Wenn F zusitzlich bijektiv ist und F~! glatt, nennen wir F ein Diffeomorphismus.

Wir bemerken, dass glatte Abbildungen stetig sind und Diffeomorphismen sind im Speziellen
Homoéomorphismen.

Definition 3.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeitund (U, ¢), (V, )
Koordinatenumgebungen auf M, so dass U n'V # &.



(1) Wir nennen ¢ o o~ 1: (U n V) — (U n V) einen Kartenwechsel.

1

Da ¢, homéomorphismen sind, ist 1) o ¢~ auch ein Homéomorphismus.

(2) Wir sagen, (U, ¢), (V,¢) sind glatt kompatibel, wenn entweder U n V' = & oder
ol glatt ist.

(3) Ein Atlas von M ist eine Familie von Karten, deren Domain M {iberdecken. Ein Atlas
is glatt, wenn jedes Paar von Karten glatt kompatibel sind. In diesem falle, auch der
Kartenwechsel ¢ o 1~! glatt und daher ist ¢ o ¢! ein Diffeomorphismus.

(4) Ein glatter Atlas A ist mazimal, wenn er in keinem anderen glatten Atlas enthalten ist
(i.e. jede Karte, die glatt kompatibel mit jeder Karte in A ist, ist schon in 4 enthalten).

Wir sagen, dass M eine glatte Struktur hat, wenn sie einen glatten Atlas hat. Eine glatte
Mannigfaltigkeitist ein paar (M, .A), wo A ein maximaler Atlas ist. Meistens lassen schreiben
wir M anstatt (M, A).

Example 3.3. Sei {(R, %)} eine glatte Struktur auf R, da z + 2® ein homéomorphismus ist
und jeder Kartenwechsel glatt ist. Diese glatte Struktur ist nicht mit der standard glatten
Struktur (R, id) glatt kompatibel, da der Kartenwechsel idg o (3)~! = ¢z nicht glatt in ist.

Proposition 3.4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.

(1) Jeder glatte Atlas A von M ist in einem eindeutigen maximalen Atlas enthalten,
welchen wir die durch A bestimmte glatte Struktur nennen.

(2) Zwei glatte Atlase von M bestimmen die gleiche glatte Struktur genau dann, wenn ihre
Vereinigung ein glatter Atlas ist.

Proof. (1) Sei A ein glatter Atlas von M und sei A die Familie aller Karten von M, welche
glatt kompatibel mit den Karten in A sind. Wir bemerken, dass A < A. Wir zeigen, dass A ein
glatter Atlas ist. Seine (U, ), (V,) zwei Karten in A und x = ¢(p) € (U n V) irgendein
Punkt. Da die Domains der Karten in A die Mannigfaltigkeit M iiberdecken, gibt es eine
Karte (W,0) in A, so dass p e W (siehe Bild).
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Jede Karte in A ist glatt kompatibel mit (W, ), also sind 6 o ¢! und 1 0 §~1 glatt (da, wo sie
definiert sind). Dape U nV n W, ist oot = (pof71)o(fop ) glatt in einer Umgebung
von z. Bs folgt, dass ¢ o ¢! in jeder Umgebung des Punktes von (U n V) glatt ist. Also ist
A ein glatter Atlas.

Wir zeigen jetzt, dass A ein maximaler glatter Atlas ist. In der Tat, nach Definition von A,
jede Karte von M, welche glatt kompatibel mit jeder Karte in A ist, ist auch glatt kompatibel
mit jeder Karte in A. Jeder solche Karte ist also schon in A enthalten. Also ist .4 maximal.
Eindeutigkeit: Sei B ein weiterer maximaler glatter Atlas, welcher A enthélt. Da jede Karte in
B glatt kompatibel mit jeder Karte von A ist, ist jede Karte in I3 schon in A enthalten. Da B
maximal ist, folgt B = A.

(2) Seien A und B zwei glatte Atlase von M, welche die selbe glatte Struktur C bestimmen.
Nach (1), ist C die Familie der Karten von M, welche mit allen Karten in A und allen Karten
in B glatt kompatibel sind, und A, B < C. Es folgt, dass alle Karten in A U B mit allen Karten
in A u B glatt kompatibel sind.

Seien A und B zwei glatte Atlase von M, so dass A U B ein glatter Atlas ist. Nach (1), ist

A U B in einem eindeutigen maximalen Atlas C enthalten. Jede Karte in C ist glatt kompatibel
mit A (bzw B), also ist C = A (bzw. < B). Da C maximal ist, folgt C = A = B. O

Definition 3.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Karte (U, ¢) von M, welche in einem
maximalen glatten Atlas enthalten ist, nenne wir glatte Karte, und ¢ glatte
Koordinatenabbildung etc.

Definition 3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir nennen eine Teilmenge B < M eine reguldre
Koordinatenkugel, wenn es eine glatte Koordinatenkugel B’ > B gibt und glatte
Koordinatenabbildung ¢: B’ — R", so dass

QD(B) = BT(O)’ SO(E) = T(O)’ QO(B,) = Br’(o)

fiir irgendwelche r, 7" € R, 1’ > r.

Lemma 3.7. Jede glatte Mannigfaltigkeit hat eine abzdhlbare Basis von requldren
Koordinatenkugeln

Proof. Wie Lemma 2.6 (Ubung). O

Lemma 3.8 (Smooth manifold Chart Lemma). Sei M eine Menge, {U,}q eine Familie von
Teilmengen Uy € M und pq: Uy —> R™ Abbildungen, so dass die folgenden Bedingungen
gelten.

(1) Ya, 0o (Uy) ist offen in R™ und @, ist eine Bijektion zwischen Uy und @ (Uy).

(2) Vo, B, sind die Mengen po(Uy N Ug) und @3(Us N Up) offen in R™.

(3) Wenn Uy nUg # @, dann ist o0 5" pa(Us 0 Ug) — 03(Us n Ug) glatt (C®).

(4) M wird von abzihlbar vielen U, tberdeckt.

(5) Wenn p,q € M wverschiedene Punkte sind, dann gibt es entweder ein Uy, so dass
D,q € Uy, oder es gibt Uy, Ug, so dass Uy nUg = @ und p € U, und q € Ug.

Dann hat M eine eindeutige Mannigfaltigkeitstruktur, so dass jedes (Uy, po) eine Karte von
M ist.

Proof. Zuerst definieren wir eine Topologie: wir nehmen alle Mengen der Form ¢_1(V),
V < R"™ offen, als Basis. Wir zeigen jetzt, dass dies eine Topologie bestimmt. Dazu reicht es zu
zeigen, dass fiir alle offenen Mengen V, W < R"™ und alle o, 3, die Menge ¢, (V) n w[}l(W)
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wieder in der Basis ist (siehe Bild)

(3) impliziert, dass (o5 0 pa!) L(W) € a(Us N Ug) offen ist. (2) impliziert, dass
(pp 0 pat) H(W) offen in R™ ist. Es folgt, dass

Pt (V) nog (W) =o' (V n (pgopn')HW))
eine Basis Menge ist. Wir haben also eine Topologie auf M definiert. Nach Definition dieser
Topologie und nach (1), ist jedes ¢, ein Homéomorphismus. Die Topologie auf M ist Haudorff
nach (5) und erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom nach (4) und weil die ¢, (U, ) das zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen. Also ist M eine topologische Mannigfaltigkeit. (3) impliziert,
dass M eine glatte Mannigfaltigkeitist. Ubung: diese glatte Mannigfaltigkeitsstruktur ist
eindeutig. (Il

Definition 3.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und f: M — R* eine Abbildung. Wir
sagen, dass f glatt ist, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine Karte (U, ¢) von M gibt, mit
peU,sodass fop': p(U) — RF glatt ist. Wir nennen (f o ¢~ !)(z) die
Koordinatenreprdsentation von f.

Die Menge aller glatten Abbildungen M — R wird mit C* (M) notiert.

Rk

Example 3.10 (Exercises). (1) Sei U = R™ eine offene Menge mit ihrer standard
Mannigfaltigkeitsstruktur und sei f: U —> R* eine Abbildung. Zeige, sie ist glatt wie
oben definiert, dann und nur dann wenn sie glatt im calculus Sinne ist.

(2) Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f: M — R¥ eine glatte Abbildung. Zeige, dass
foe ™l p(U) — RF glatt ist fiir jede glatte Karte (U, ) von M.

Definition 3.11. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F': M — N eine Abbildung.
Wir sagen, dass F' glatt ist, wenn fiir jeden Punkt p € M glatte Karten (U, ¢) von M und
(V,%) von N existieren, so dass pe U und F(p) € V und F(U) < V und

YoFop t:pU) — (V) glatt ist.



Lemma 3.12. Jede glatte Abbildung ist stetig.

Lemma 3.13 (Glueing lemma for smooth maps). Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und

sei {Ua}aca eine offene Uberdeckung von M. Wir nehmen an, dass fiir jedes o € A eine glatte
Abbildung Fy: Uy —> N haben, so dass Fu|vu,~v, = Fglu,nu, fir alle a, 8 € A.

Dann gibt es eine eindeutige glatte Abbildung F: M — N so dass F|y, = F,, fir alle a € A.

Definition 3.14. Zwei Mannigfaltigkeiten M und N sind diffeomorph, wenn es eine glatte
bijektive Abbildung F': M — N gibt, so dass F'~! glatt ist. Wir schreiben auch M ~ N.

Example 3.15. Sei B" die offene Einheitskugel in R™. Wir betrachten die Abbildungen
F:B" — R" und G: R" — B"

- Gly) = ——2

v ViEary

Ubung: F und G sind glatt und inverse zu einander. Also haben wir R" ~ B".

4. HUGELFUNKTIONEN UND DIE ZERLEGUNG DER EINS

Motivation: Abbildung zusammenkleben konnen, ohne, dass sie auf Uberschneidungen

ubereinstimmen.
eV tot>

0, t<0
Proof. Exercise. U

Lemma 4.1. Die Funktion f: R — R, f(z) = { , ist glatt.

Lemma 4.2 (Existenz cutoff function). Seien ri,79 € R, 11 < ro. Dann gibt es eine glatte
Funktion h: R — R, so dass h(t) =1 firt <ry, 0 < h(t) <1 firte (ri,r2) und h(t) =0 fur
t = ro.

Wir nennen h eine cut-off Funktion.

e_l/t, t>0

, von Lemma 4.1. Wir setzen
0, t<0

Proof. Sei f: R — R, f(x) = {

fra —1)

M) = ) =)

Wir haben f(ra —t) + f(t — 1) > 0 (weil immer ro — ¢ oder t — r; positive sind) und A(t) < 1
fir alle t € R. Fir ¢ < 7 haben wir f(¢t — 1) = 0 und somit h(t) = 1. Fiir ¢t > ry haben wir
f(ra —t) = 0 und somit h(t) = 0. O

Lemma 4.3. Seien 1,72 € R, r1 < ro. Dann ¢ibt es eine glatte Funktion H: R — R, so dass
H(x)=1 firxe B, (0),0< H(z) <1 firze By,(0)\By,(0) und H(z) = 0 fir z € R"\B,,(0).
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Proof. Wir setzen H(x) = h(|z|), wobei h die Funktion von Lemma 4.2 ist. Die Funktion H ist
glatt auf R™\{0}. Da H(z) = 1 fiir « € B,,(0), ist H auch bei 0 glatt. O

Die Funktion H ist ein Beispiel einer Hiigelfunktion.
Definition 4.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit und f: M — R eine Abbildung. Wir nennen
suppf = {pe M | f(p) # 0}

den Support (Trager) von f.

Example 4.5. Fiir f von Lemma 4.1, ist suppf = R>g. Fiir h von Lemma 4.2 ist
supph = {z € R | x < ro}. Fir H von Lemma 4.3 ist suppH = B, (0).

Definition 4.6. Sei M ein topologischer Raum und X := {X,}aeca eine offene Uberdeckung
von M. Eine X untergeordnete Zerlegung der Eins ist eine Familie {14 }qea von stetigen
Abbildungen 1,: M — R, welche folgende Bedingungen erfiillt:

(1) 0 < ¢o(r) <1Vae Aund Vre M.

(2) suppt, € X4 Va € A.

(3) Die Familie {suppts }aea ist lokal endlich.
(4) Dpen Yalz) =1 fiir alle z € M.

Wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit ist und alle 1), glatt sind, sagen wir, dass {t)4}aca eine
glatte X untergeordnete Zerlegung der Eins ist.

Remark 4.7. Nach (3), ist hat fiir jedes x € M die Summe ) 4 ¥a(x) in (4) nur endlich
viele nicht-null Summanden.

Theorem 4.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X := {Xa}aca eine offene Uberdeckung
von M. Dann existiert eine glatte X untergeordnete Zerlequng der Eins

Proof. Nach Lemma 2.3, ist jedes X, eine Mannigfaltigkeit. Als solche hat es eine Basis B,,
von Koordinatenkugeln (Lemma 3.7). Dann ist B := uBB,, eine Basis fiir die Topologie auf M.
Proposition 2.10 sagt, dass es eine offene abzihlbare Uberdeckung {B;};—1 von M gibt, so
dass B; € B Vi, fiir jedes i gibt es ein a € A, so dass B; © X, und jeder Punkt x € M hat eine
Umgebung, die in nur endlich viele B; nicht-leer schneidet. Die letzte Bedingung gilt auch fir
die Uberdeckung {B;}i=1 nach Lemma 2.9. Da B; eine regulire Koordinatenkugel ist und

B; c X, fiir ein o € A, impliziert, dass es eine Koordinatenkugel B, ¢ X, gibt, so dass

B; < Bl. Und es gibt eine glatte Koordinate ¢;: B — R", so dass ¢;(B;) = By,(0) und
©i(B}) = B,.(0) fir irgendwelche r;,r, € R, r; < 1.

Fiir jedes ¢ definieren wir

H;og;, aufB]

fi 0, auf M\B;’
wobei H;: R"” — R eine glatte Funktion ist, die auf B,,(0) positiv ist und null auf R™\ B, (0),
wie in Lemma 4.3. Wir bemerken, dass H; o ¢; null auf B;\E ist, als ist f; wohl-definiert, glatt
und suppf; = B;.
Wir definieren f: M — R, f(z) = Y, fi(z). Da jeder {B;} lokal endlich ist, hat diese Summe
nur endlich viele nicht-null Summanden in einer Umgebung jedes Punktes. Also ist f glatt. Da
jedes f; positiv auf B; ist und jeder Punkt von M in einem B; enthalten ist, ist f positiv auf
M. Also ist g; := f;/f glatt, da wo es definiert ist. Ausserdem ist 0 < g; <1 und ), g;(z) =1
Ve e M.
Jetzt miissen wir die Indizes anpassen, damit wir a € A wiederfinden. Fiir jedes i gibt es
a(i) € A, so dass B} © X,;) (a(i) ist vielleicht nicht eindeutig). Fiir v € A definieren wir

¢a: Z gi:M—>]R.
isda(i) =«
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(Wenn es keine ¢ gibt, so dass o = a(i), dann ist diese Summe Null.) Wir haben

e — L ‘9 —_
SUPPYa = Ui sd a(i) = oBi = Visd a(i) = aBi © Xa

Jedes 9, ist glatt und 0 < ¢, < 1. Mehr noch, fiir jeden Punk x € M gibt es eine Umgebung,

die in nur endlich vieln suppt, nicht-leer schneidet (weil das schon fiir die B; stimmt). Wir
haben daher . o = >, 9; = 1. O

Definition 4.9. Sein M eine glatte Mannigfaltigkeit, A — M abgeschlossen und U < M offen
mit A c U. Eine stetige Abbildung ¢: M — R heisst Higelfunktion fir A auf U, wenn
0<¢v<1auf M,y =1auf A und suppy < U.

Corollary 4.10. Sein M eine glatte Mannigfaltigkeit, A = M abgeschlossen und U < M offen
mit A < U. Dann gibt es eine glatte Higelfunktion fir A auf U.

Proof. Sei Uy = U und Uy = M\ A. Dann ist {Up, U;} eine offene Uberdeckung von M. Nach
Theorem 4.8 gibt es eine glatte {Uy, U1} untergeordnete Zerlegung der Eins {1y, 1}. Dann ist
1 = 0 auf A und somit g = ¥ + 1 = 1 auf A. Also ist 1y die gesuchte glatte
Hiigelfunktion. O

Definition 4.11. Seinen M, N glatte Mannigfaltigkeiten und A < M eine Teilmenge. Eine
Abbildung F': A — N ist glatt auf A, wenn es fiir jeden Punkt x € A eine Umgebung
z € U < M und eine glatte Abbildung F': U — N gibt, so dass F|AmU = Flanu-

Corollary 4.12. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, A < M eine abgeschlossene Teilmenge
und f: A — R* eine glatte Abbildung. Sei U < M eine offene Menge mit Ac U. Dann gibt
es eine glatte Abbildung f: M — RF, so dass fao = f und suppf c U.

Proof Fiir jedes p € A gibt es eine Umgebung W), © M und eine glatte Abbildung

fp W, — R¥, so dass fp]me A= flw,~a. Wir ersetzen W), durch W), n U und kénnen somit
annehmen, dass W, c U. Dann ist W := {W,, |pe A} u {M \A} eine offene Uberdeckung von
M. Nach Theorem 4.8 gibt es eine glatte YW untergeordnete Zerlegung der Eins

{¢p | p€ A} U {tho}. Es gilt supptp, = W), und supptpy = M\A.

Fiir jedes p € A ist 9, f, glatt auf W, und hat eine glatte Erweiterung auf M, welche null auf
M\suppt), ist. (Die so definierte Abbildung ist tatséchlich glatt, weil sie null auf W,\supp,

ist.) Wir definieren
z) = Z Up(2) fp()
peA
Da die Familie {suppy,} lokal endlich ist, hat diese Summe in einer Umgebung jedes Punktes
nur endlich viele nicht-null Summanden. Also ist f glatt. Wenn x € A, dann ist ¢g(z) = 0 und
folz) = f(x) ¥p € A, und somit

= 2 @) fpl@) = (bo(@) + ) (@) f (@) 27 f(2)
peEA peEA
Also ist f |4 = f. Ausserdem haben wir

7 —— L 2.9
SUppf = Upeasupptp =" UpeaSUpPYy < UpeaW,, < UL

]

Remark 4.13. Die Bedingung, dass f: A — R¥ und nicht f: A — N fiir irgendeine glatte
Mannigfaltigkeit IV ist wichtig. Nehmen wir die abgeschlossene Menge S' = R? und die
Identitdt f: S — S!. Sie ist glatt. Aber es gibt keine stetige Erweiterung R? — S' (denke
an Fundamentalgruppen) und daher kann Korollar 4.12 in diesem Fall nicht stimmen.
Allerdings kann man f als Abbildung f: S! — R? sehen und dann koénnen wir sie zur
Identitdtsabbildung R? — R? erweitern.

Man kann Korollar 4.12 verallgemeinern, vielleicht sehen wir das spéter.
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Definition 4.14. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ausschopfungsfunktion fir X ist eine
stetige Abbildung f: X — R, so dass f~1((—, c]) kompakt ist Vc € R. Wir nennen
f1((—o0,c]) Sublevelset von f.

Proposition 4.15. Jede glatte Mannigfaltigkeithat eine glatte positive Ausschopfungsfunktion.

Proof. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Nach Lemma 2.6 gibt es eine abzéhlbare offene
Uberdeckung {Vj}321 von prikompakten Mengen V; (Topologieiibung). Nach Theorem 4.8 gibt
es eine {V;}72, untergeordnete Zerlegung der Eins {¢;}72,. Wir definieren

0
fla) = ), gw(w).
j=1
Da {suppw] 1 lokal endlich ist, sind fiir jeden Punk in M nur endlich viele Summanden

nicht-null in einer Umgebung dieses Punktes. Es folgt, dass f glatt ist. Ausserdem gilt

f(z) = Z;’;l ¥j(x) = 1. Lass uns zeigen, dass f eine Ausschopfungsfunktion ist. Sei ¢ € R und
sei NeZ, N > c.

Wennp¢u 1V;, dann ist ¢;(z) = 0 for 1 < j < N, und dann gilt

fla)y= > ju(x 2 Nj(z 2 Pi(z)) = N > c.
j=N+1 j=N+1 j=N+1

Wir haben gezeigt, dass wenn f(x) < ¢, dann ist = € u Y, Vj. Also ist die abgeschlossene
Menge f~1((—o0,c]) in der kompakten Menge U j:lV und ist daher selbst kompakt. O

Der folgende Satz zeigt, dass jede abgeschlossene Menge einer glatten Mannigfaltigkeit eine
Niveaumenge ist.

Theorem 4.16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und K < M eine abgeschlossene Menge.
Dann gibt es eine glatte nicht-negative funktion f: M — R, so dass f~1(0) = K.

Proof. Nach Lemma 2.6 gibt es eine offene Uberdeckung {Bg}aca von glatten

Koordinatenkugeln B,. Nach Theorem 4.8 gibt es eine {B,}4ca untergeordnete Zerlegung der

Eins {¢a}o¢6A-

Behauptung: es Va eine nicht-negative glatte Funktion f,: B, — R gibt, so dass

f10) = By n K. Wenn dies gezeigt ist dann nehmen wir f = > fata.

Beweis: wir erinnern uns, dass B, " siehe Example 3.15. Es reicht also die Behauptung fiir

R™ zu zeigen. Sei K < R" das Blld von K N B, unter dem Diffeomorphismus B, ~ R". Dann

ist K < R"™ eine abgeschlossene Menge. Dann ist R\ K offen und ist eine glatte

Mannigfaltigkeit (Lemma 2.3). Dann ist R"\K = U, B,.(z;) fiir irgendwelche 0 < ; < 1 und
e R"\K Vi (Lemma 2.6). Nach Lemma 4.3 gibt es h: R” — R eine glatte Hiigelfunktion,

welche 1 auf By/5(0) ist und 0 < h(x) < 1 for x € B1(0)\B;/2(0) und h(z) = 0 auf R™\B1(0).

Da B;(0) kompakt ist, gibt es fiir jedes i € Z~( eine Konstante C; € R>1, so dass

|h9(2)| < C; Va € By (0) Vi
(wobei h(¥) die i-te Ableitung von h ist). Da h = 0 auf R™\B;(0), gilt
W9 ()] < C; Vo € R™ Vi.

Wir definieren

Da 0 < h(z) <1 VaeR", gilt

)t —x; ) 0<ri<1 Ci=1
|;rc)h<x x’>y<|(7fg| st _Lost 1y,
i T '
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Da die Reihe ), % konvergiert, konvergiert (nach Weierstrass Majorantenkriterium, siehe

Analysis I&IT) auch ZZ]\L 1 gglh (x:—fl) absolut und gleichmaéssig auf R™ zu einer stetigen

Funktion f: R”™ — R. Wir bemerken, dass h (mz—:“) > 0 genau dann, wenn x € By, (z;). Also
ist flz =0und flgm g > 0.

Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass f glatt ist. Sei k = 1 und nehmen wir an, dass alle
partiellen Ableitungen von f von Ordnung < k — 1 existieren und stetig sind. Jede k-te

partielle Ableitung von g;gh (x;—:“) ist von der Form
(ra) Dih <x - xz)
. Ty

wobei Dih eine k-te Ableitung von h ist. Wenn k < ¢, dann ist (’;Z)gk Dih <x;—f1> < % Also

i—k
konvergiert ZZ]\; (gi)c- Dih (“2“) uniform auf R™ zu einer stetigen Funktion auf R — R
(wieder nach Weierstrass Majorantenkriterium). Es folgt, dass alle k-ten partiellen Ableitungen
von f existieren und stetig sind. Wir haben gezeigt, dass f glatt ist. Dies beweist unsere
Behauptung.

Wir nehmen nun
f=>fata

Da f, glatt ist (nach unserer eben bewiesenen Behauptung) und {1 }aca eine {Bg,}aca
untergeordnete Zerlegung der Eins, folgt, dass f wohldefiniert und glatt ist (wieder: da
{supp(¥a)}aeca lokal endlich ist, ist fiir jedes x € M 4 (x) # 0 fir nur endlich viele o € A, also
ist f wohldefiniert; f ist glatt, weil die f, und v, glatt sind.) O

5. TANGENTIALRAUME VON MANNIGFALTIGKEITEN

Wir werden zwei equivalente Definitionen von Tangentialvektoren sehen, die eine durch
Derivative und die andere durch Geschwindigkeitsvektorne von Kurven bei Punkten.
Lass uns ein einleitendes Beispiel machen, um das Konzept von Derivationen klarer zu machen.

Example 5.1. Intuitiv, wenn eine Mannigfaltigkeit in einem R" eingebettet ist:
A (A

G
a V

Fir a € R™ definieren wir R? := {a} x R" = {(a,v) | v € R"}. Wir schreiben v, := (a,v). Es gilt
Vg + We = (v + w)g und (cv), = ¢(vy), also ist R} ein R-Vektorraum. Ausserdem sind R} und
R} disjunkt, wenn b € R, a # b. Sei v, € R}}. Er definiert eine Abbildung

\\

Dyfu: CF(M) —> B, Dyluf = Dl(f)a = lecof(a+ t0)

welche R-linear ist (Dyla(cf) = cDyla(f)) und Dyla(fg) = f(a)Dyla(g) + g(a)Dyla(f)
(Leipniz-Regel / Produktregel). Wenn e; der i-te Standardvektor ist, dann haben wir

Do = %(a) und Dy cie;la = 25 ci%(a) (sieche Analysis IT).

Fiir v, € R} schreiben wir v, = ), vi(€;)q, Wo €; der ite Standardvektor ist, und bekommen
Dyla =2 Ui(%(a)

Wir nennen eine Abbildung w: C*(R"™) — R eine Derivation bei a € R", wenn w R-linear ist

und w(fg) = f(a)w(g) + g(a)w(f) Vf,ge CP(R"™). Wir schreiben T,R" fiir die Menge aller
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Derivationen bei a. Dann ist T,R™ ein R-Vektorraum durch (w; + w2)(f) := wi(f) + wa(f)
und (cw)(f) := c w(f).
Remark 5.2. Sei a € R", w € T,R" und f,g € C*(R™). Dann gilt:
(1) Wenn f konstant ist, dann gilt w(f) = 0. In der Tat, sei f(z) = c¢. Dann ist
w(f) = cw(l), da w R-linear. Wir haben
w(l) =w(l-1) =1(a)w(l) + L(a)w(l) = 2w(1), also ist w(1) = 0.
(2) Wenn f(a) = g(a) = 0, dann gilt w(fg) = 0. Dies folgt aus der Produkt-/Leipnizregel.

Lemma 5.3. Seia € R™. Dann gilt:
(1) Fiir v, € R} ist D,|, eine Derivation.
(2) Die Abbildung ve — Dylq ist ein Isomorphismus (von R-Vektorraumen) Rl — T,R™.

Proof. Die erste Aussage folgt aus der Kettenregel. Lass uns die zweite Aussage beweisen. Wir
bemerken, dass F': v, — Dylq linear ist: F'(cvy) = Deyla = 2, cvl-a%i(a) = ¢Dylq und

Foa+wa) 2 Dyla = D05 + wi) (@) = Dyla + Dula-

F ist injektiv: Sei v, € RY, so dass Dy|q = 0. Dann gilt 0 = Dy |q(z5) = >, via%i(:cj)(a) = v; fiir
alle j =1,...,n. Also ist v, = 0.

F ist surjektiv: Sei w € ToR™ und v; := w(z;), i =1,...,n (wobei ;: R" — R die i-te
Koordinate ist). Sei v :=wvi(e1)q + - - + Up(€p)q. Wir zeigen, dass D, |, = w. Dazu, sei

f: R® — R glatt. Dann gilt (siche Analysisvorlesung, sonst Ubung)

1 2
+Z é’xl +Z i~ ai)l aj)f (1 —t)ajiéij (a+t(x—a))dt

0

Nach Remark 5.2 folgt
1 52f
wl(f) = w(f(@) +w 2 L ()i = a) + w(F i )y — ay) [ -0

i 0 axza.ﬁj
Rmk

— Z %(G)(w(xﬁ —w(a;))

m 0
R k5228xl Zai(a)vizDvlaf

(a + t(x — a))dt)
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