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1. Kurzrepetition Topologie

Definition 1.1. Seit X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie τ von Teilmengen
von X, welche Folgendes erfüllen:

(1) X und ∅ sind in τ enthalten,
(2) die Vereiningung jeder Familie von Elementen in τ ist wieder in τ enthalten,
(3) jeder Schnitt von endlich vielen Elementen in τ ist wieder in τ enthalten.

Die Elemente in τ nennt man offene Mengen. Ein topologischer Raum ist ein paar pX, τq, wo τ
eine Topologie auf X ist. Wenn U P τ , dann nennt man XzU abgeschlossen.
Eine Teilmenge von X nennt man abgeschlossen, wenn sie das Komplement einer offenen
Teilmenge von X ist.

Example 1.2. (1) τ “ tX,∅u ist die triviale Topologie auf einer Menge X.
(2) Wenn τ die Potenzmenge von X ist, dann nennt man τ die diskrete Topologie. Dann

ist jedes x P X offen und abgeschlossen.
(3) X “ Rn, τ is ist die Familie der Mengen U Ă X, so dass für jedes x P U gibt es ein

ε ą 0, so dass Bεpxq Ă U .
(4) Sei pX, dq ein metrischer Raum. Die Familie τd folgender Mengen ist die von d

induzierte Topologie auf X: U Ă X und für jedes x P U gibt es ε ą 0, so dass
ty P X | dpx, yq ă εu Ă U .

(5) X “ Z, τ die Familie der endlichen Mengen in Z und Z is keine Topologie, weil die
Vereiningung aller endlichen Teilmengen von Z, welche nicht 0 enthalten nicht endlich
ist und nicht Z ist.
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(6) Seien pX, τq, pY, τ 1q topologische Räume. Wir definieren die Produkttopologie auf X ˆ Y
wie folgt: eine offene Menge in X ˆ Y is eine (beliebiege) Vereiningung endlicher
Schnitte von Mengen U ˆ V ist, wobei U Ă X,V Ă Y offen.

(7) Die Euklidische Topologie auf Rn ist die Produkttopologie der Euklidischen Topologie
auf R (Übung).

(8) Sei Y Ă X eine Teilmenge. Die induzierte Topologie auf Y is wie folgt definiert: eine
Menge U Ă Y is offen, wenn es V Ă X offen gibt, so dass U “ Y X V .

Definition 1.3. Sei pX, τq ein topologischer Raum.
(1) Sei x P X. Eine Umgebung von x ist eine Teilmenge V Ă X, welche eine offene Menge

U enthält, so dass x P U .
(2) Eine Basis von τ ist eine Familie B von offenen Mengen von X, so dass jede offene

Teilmenge von X eine Vereinigung von Elementen aus B ist.

Example 1.4. (1) pX, dq ein metrischer Raum. Dann ist die Familie der offenen Kugeln
eine Basis für τd.

(2) Seien pX, τq, pY, τ 1q ein topologischer Raum. Dann ist
B “ tXn

i“1Ui ˆ Vi | Ui Ă X,Vi Ă Y offen, n ě 1u eine Basis der Produkttopologie auf
X ˆ Y .

Wenn B1 (resp. B2) eine Basis von τ (resp. τ 1q ist, dann ist
tXn

i“1Ui ˆ Vi | Ui P B1, Vi P B2, n ě 1u eine Basis der Produkttopologie auf X ˆ Y .

Definition 1.5. Sei pX, τq ein topologischer Raum.
(1) pX, τq ist kompakt, wenn es für jede Überdeckung X “ YiPIUi von offenen Mengen in

X i1, . . . , in P I gibt, so dass X “ Ui1 Y ¨ ¨ ¨ Y Uin .
(2) pX, τq ist Hausdorff, wenn es für jede x, y P X zwei disjunkte Umgebungen U, V P X

gibt, so dass x P U und y P V .
(3) pX, τq erfüllt das zweite Abzählbarkeitsaxiom (is second-countable), wenn τ eine

abzählbare Basis hat.

Example 1.6. (1) Die diskrete Topologie auf einer Menge X ist Hausdorff aber nicht
kompakt (ausser X is endlich).

(2) Die triviale Topologie ist kompakt aber nicht Hausdorff.
(3) Abgeschlossene beschränkte Mengen in einem Metrischen Raum sind kompakt.
(4) Jeder Metrische Raum pX, dq ist Haudroff und hat eine abzählbare Basis. Wenn X

nicht beschränkt ist, ist X nicht kompakt.
(5) Die diskrete Topologie auf R hat keine abzählbare Basis.

Lemma 1.7. Sei pX, τq ein Topologischer Raum und Y Ă X eine Teilmenge mit der
induzierten Topologie. Wenn X Hausdorff ist, dann ist Y Hausdorff. Wenn X das 2.
Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, dann tut dies auch Y .

Proof. Topologievorlesung □

Definition 1.8. Seien pX, τq, pY, τ 1q topologische Räume und f : X ÝÑ Y eine Abbildung. Sei
B eine Basis von τ 1. Wir sagen, dass f stetig ist, wenn das Urbild jeder offenen Menge in Y
wieder offen ist.

Equivalent, und praktischer in der Anwendung

Lemma 1.9. Seien pX, τq, pY, τ 1q topologische Räume und f : X ÝÑ Y eine Abbildung. Sei B
eine Basis von τ 1. Dann ist f stetig genau dann, wenn @x P X und @V P B1 mit fpxq P V , die
Menge f´1pV q eine Umgebung von x ist.

Proof. Topologievorlesung. □
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Example 1.10. Sei Y “ X.
(1) Wenn τ “ tX,∅u und τ 1 “ PpXq, dann ist die Identität nicht stetig
(2) Wenn τ “ PpXq und τ 1 “ tX,∅u, dann ist die Identität stetig.

Seien pX, τq, pY, τ 1q topologische Räume und betrachte die Produkttopologie auf X ˆ Y . Dann
sind beide Projektionen pX : X ˆ Y ÝÑ X und pY : X ˆ Y ÝÑ Y stetig. In der Tat, wenn
U Ă X offen, dann ist p´1

X pUq “ U ˆ Y und wenn V Ă Y offen, dann ist p´1
X pV q “ X ˆ V .

Example 1.11. Wir betrachten Rn,R mit der Euklidischen Topologie. Sei f : Rn ÝÑ R eine
Abbildung. Dann ist Stetigkeit im analytischen Sinne equivalent zur Stetigkeit im
topologischen Sinne. Nämlich:

@x0 P Rn,@ε ą 0 Dδ ą 0 sd @x1 P X sd dpx0, x1q ă δ gilt dpfpx0q, fpx1qq ă ε

ðñ@x0 P Rn,@ε ą 0 Dδ ą 0 sd @x1 P Bδpx0q Ă X gilt fpx1q P Bεpfpx0qq

ðñ@x0 P Rn,@ε ą 0 Dδ ą 0 sd fpBδpx0qq Ă Bεpfpx0qq

ðñ@x0 P Rn,@ε ą 0 Dδ ą 0 sd Bδpx0q Ă f´1pBεpfpx0qqq

ðñ@x0 P Rn,@ε ą 0 ist f´1pBεpfpx0qqq eine Umgebung von x0

Definition 1.12. Seien pX, τq, pY, τ 1q topologische Räume und f : X ÝÑ Y eine Abbildung.
Wir sagen, dass f ein Homöomorphismus ist, wenn f bijektiv und sowohl f als auch f´1 stetig
sind. Wir sagen, dass X und Y homeomorph sind.

Example 1.13. (1) Wenn Y “ X und τ 1 “ τ , dann ist die Identität ein
Homöomorphisms.

(2) Rą0 ÝÑ Rą0, x ÞÑ x2, ist ein Homöomorphismus.
(3) R ÝÑ Rą0, x ÞÑ ex ist ein Homöomorphismus.

2. Topologische Mannigfaltikeiten

Mannigfaltigkeiten sind topologische Räume, die lokal aussehen wir Rn.

Definition 2.1. Eine topologische Mannigfaltigkeit M (von dimension n) ist ein nicht-leerer
Hausdorff topologischer Raum, welcher das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, und so dass es
für jeden Punkt p P M eine Umgebung U Ă M gibt, welche homöomorph (in der induzierten
Topologie) zu einer offenen Teilmenge von Rn ist.
Wir sagen, dass n die dimension von M ist und schreiben n “ dimM .

Lemma 2.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Die Hausdorffbedingung impliziert:
jede endliche Teilmenge ist abgeschlossen, Grenzwerte von konvergenten Folgen sind eindeutig.

Proof. Topologievorlesung. □

Die Bedingung des 2. Abzählbarkeitsaxioms wird für sogenannte Zerlegung der Eins wichtig,
welche

Lemma 2.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und U Ă M eine offene Menge. Dann
ist U (mit der induzierten Topologie) eine Mannigfaltigkeit.

Proof. Nach Lemma 1.7, ist U Hausdorff und erfüllt das 2. Abzählbarkeitsaxiom. Sei p P U
und n “ dimM . Dann gibt es eine offene Teilmenge p P V Ă M , eine offene Teimenge V̂ Ă Rn
und einen Homöomorphismus f : V ÝÑ V̂ . Dann ist U X V Ă M offen und
f |UXV : U X V ÝÑ fpU X V q Ă V̂ ein Homöomorphismus. □

Definition 2.4. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Eine Karte von M
ist ein Paar pU,φq, wobei U Ă M eine offene Teilmenge ist und φ : U ÝÑ Û ein
Homöomorphismus von U zu einer offenen Menge φpUq “ Û Ă Rn. Wir nennen U auch den
Domain von pU,φq.
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Wenn p P U , sagen wir, dass pU,φq eine Koordinatenumgebung von p ist.
Den Homöomorphismus φ nennt man Koordinatenabbildung. Wir können
φppq “ px1ppq, . . . , xnppq schreiben, und die xi nennt man lokale Koordinaten von U .
Wenn φpUq eine Kugel (bzw Würfel) ist, dann nennt man pU,φq eine Koordinatenkugel (bzw
-würfel).

Example 2.5. (1) M “ Rn
(2) M eine abzählbare Vereinigung von Punkten, n “ 0
(3) S1 “ tpx, yq P R2 | x2 ` y2 “ 1u (Übungen)
(4) Sn “ tpx1, . . . , xnq P Rn | x2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
n “ 1u (Übungen)

(5) Graph: sei U Ă Rn offene Menge und f : U ÝÑ Rk stetig. Sei
Γpfq :“ tpx, yq | Rn ˆ Rk | x P U, y “ fpxqu Ă Rk ˆ Rn

mit der induzierten Topologie von Rk ˆ Rn. Die Projektion p1 : ΓpUq ÝÑ U die
Projektion auf U is stetig (da sie die Einschränkung der stetigen Projektion
Rn ˆ Rk ÝÑ Rn ist). p1 hat ein Inverses, nämlich q1 : x ÞÑ px, fpxqq, und q1 is stetig,
weil f stetig ist. Also ist Γpfq eine topologische Mannigfaltigkeit.

(6) Ein endlich dimensionaler Vektorraum über R (Übungen).
(7) Das Produkt M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMk von topologischen Mannigfaltigkeiten M1, . . . ,Mk ist

wieder eine topologische Mannigfaltigkeit.

Sein pX, dq ein metrischer Raum. Dann ist A Ă X relativ kompakt (oder präkompakt) wenn A
kompakt in X ist.

Lemma 2.6. Jede topologische Mannigfaltigkeit hat eine abzählbare Basis von präkompakten
Koordinatenkugeln, und sie ist überdeckt von abzählbar vielen präkompakten Koordinatenkugeln.

Proof. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt p P M ist in einer Koordinatenumgebung
pUp, φpq enthalten. Die Menge φppUpq Ă Rn hat eine abzählbare Basis von präkompakten
offenen Kugeln, nämlich die abzählbare Familie der Kugeln Brpxq, x P Qn X φppUpq, r P Qą0, so
dass Bspxq Ă φppUq mit s ą r. Jeder solche Ball ist präkompakt in φppUpq. Da M das zweite
Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, hat M eine Überdeckung von abzählbar vielen
Koordinatenumgebungen pUp, φpq. Daher bilden die Urbilder der offenen Kugeln Brpxq eine
abzählbare Basis für die Topologie von M . Sei V Ă Up das Urbild einer solchen Kugel. Weil φp
ein homöomorphismus ist, ist der Abschluss von V in Up (bzgl der induzierten Topologie auf
Up) kompakt. Da M Hausdorff ist, ist V in M abgeschlossen. Also ist der Abschluss von V in
M gleich dem Abschluss von V in Ui. Es folgt, dass V auch in M präkompakt ist. □

Ein topologischer Raum pX, τq ist lokal kompakt, wenn es für jeden Punkt p P X eine
Umgebung U gibt und eine kompakte Menge K Ă X, so dass p P U Ă K. Man nennt K eine
kompakte Umgebung von p.

Lemma 2.7. Jede Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt.

Proof. Nach Lemma 2.6 hat jede Mannigfaltigkeit eine Basis aus präkompakten Mengen. Also
hat jeder Punkt eine präkompakte Umgebung und daher auch eine kompakte Umgebung (den
Abschluss der präkompakten Umgebung). □
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Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum und U :“ tUαuαPA eine Familie von
Teilmengen von M . Wir nennen U lokal endlich, wenn es für jeden Punkt x P X eine
Umgebung gibt, welche nur endlich viele Uα nicht-leer schneidet.

Lemma 2.9. Sei X ein topologischer Raum und X “ tXαuαPA eine lokal endliche Familie von
Teilmengen von X. Dann ist tXαuαPA lokal endlich und YαXα “ YαXα.

Proof. Topologie Vorlesung (oder Übung). □

Proposition 2.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und U :“ tUαuαPA irgendeine eine offene
Überdeckung von M . Dann hat M es eine lokal endliche offene Überdeckung V :“ tVβuβPB, so
dass @β P B es α P A gibt mit Vβ Ă Uα.
Mehr noch, wenn B eine Basis der Topologie von M ist, dann gibt es eine offene Überdeckung
V wie oben, welche abzählbar ist, so dass Vβ P B @β P B.

Proof. Wir bemerken, dass die zweite Aussage stärker als die erste ist. Es reicht also, nur die
zweite zu zeigen. Sei tKjuj“18 eine Überdeckung von M von kompakten Mengen Kj , so dass
Kj Ă IntKj`1 for alle j ě 1; sie existiert, weil M Haudroff und lokal kompakt ist und das
zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt [1, Prop A.60]. Für jedes j, sei Vj :“ Kj`1zIntKj und
Wj :“ IntKj`2zKj´1 (wobei Kj :“ ∅ für j ă 1). Dann ist Vj kompakt, Wj ist offen und
Vj Ă Wj . Da B eine Basis der Topologie von M ist, gibt es Bx P B mit x P Bx Ă Wj . Die
Familie tBxuxPVj ist eine offene Überdeckung von Vj . Da Vj kompakt ist, hat diese
Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung tBxk,j

u
Nj

k“1. Die Vereinigung Yk,jBxk,j
ist eine

abzählbare Überdeckung von M und Bxk,j
Ă Wj @j. Wir bemerken, dass Wj XWi “ ∅, ausser

j ´ 2 ď i ď j ` 2:

Es folgt, dass es für jeden Punkt x P M eine Umgebung gibt, die in nur endlich vielen Bxk,j

enthalten ist. □

3. Glatte Mannigfaltigkeiten

Definition 3.1. Seien U Ă Rn, V Ă Rm offene Mengen und F : U ÝÑ V eine Abbildung. Wir
nennen F glatt, wenn jede Komponente von F “ pF1, . . . , Fmq stetige partielle Ableitungen
jeder Ordnung hat. Wir sagen auch, dass F C8 ist.
Wenn F zusätzlich bijektiv ist und F´1 glatt, nennen wir F ein Diffeomorphismus.

Wir bemerken, dass glatte Abbildungen stetig sind und Diffeomorphismen sind im Speziellen
Homöomorphismen.

Definition 3.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeitund pU,φq, pV, φq

Koordinatenumgebungen auf M , so dass U X V ‰ ∅.
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(1) Wir nennen ψ ˝ φ´1 : φpU X V q ÝÑ ψpU X V q einen Kartenwechsel.

Da φ,ψ homöomorphismen sind, ist ψ ˝ φ´1 auch ein Homöomorphismus.
(2) Wir sagen, pU,φq, pV, φq sind glatt kompatibel, wenn entweder U X V “ ∅ oder

ψ ˝ φ´1 glatt ist.
(3) Ein Atlas von M ist eine Familie von Karten, deren Domain M überdecken. Ein Atlas

is glatt, wenn jedes Paar von Karten glatt kompatibel sind. In diesem falle, auch der
Kartenwechsel φ ˝ ψ´1 glatt und daher ist ψ ˝ φ´1 ein Diffeomorphismus.

(4) Ein glatter Atlas A ist maximal, wenn er in keinem anderen glatten Atlas enthalten ist
(i.e. jede Karte, die glatt kompatibel mit jeder Karte in A ist, ist schon in A enthalten).

Wir sagen, dass M eine glatte Struktur hat, wenn sie einen glatten Atlas hat. Eine glatte
Mannigfaltigkeitist ein paar pM,Aq, wo A ein maximaler Atlas ist. Meistens lassen schreiben
wir M anstatt pM,Aq.

Example 3.3. Sei tpR, x3qu eine glatte Struktur auf R, da x ÞÑ x3 ein homöomorphismus ist
und jeder Kartenwechsel glatt ist. Diese glatte Struktur ist nicht mit der standard glatten
Struktur pR, idq glatt kompatibel, da der Kartenwechsel idR ˝ px3q´1 “ 3

?
x nicht glatt in ist.

Proposition 3.4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.
(1) Jeder glatte Atlas A von M ist in einem eindeutigen maximalen Atlas enthalten,

welchen wir die durch A bestimmte glatte Struktur nennen.
(2) Zwei glatte Atlase von M bestimmen die gleiche glatte Struktur genau dann, wenn ihre

Vereinigung ein glatter Atlas ist.

Proof. (1) Sei A ein glatter Atlas von M und sei A die Familie aller Karten von M , welche
glatt kompatibel mit den Karten in A sind. Wir bemerken, dass A Ă A. Wir zeigen, dass A ein
glatter Atlas ist. Seine pU,φq, pV, ψq zwei Karten in A und x “ φppq P φpU X V q irgendein
Punkt. Da die Domains der Karten in A die Mannigfaltigkeit M überdecken, gibt es eine
Karte pW, θq in A, so dass p P W (siehe Bild).
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Jede Karte in A ist glatt kompatibel mit pW, θq, also sind θ ˝ φ´1 und ψ ˝ θ´1 glatt (da, wo sie
definiert sind). Da p P U X V XW , ist ψ ˝ φ´1 “ pψ ˝ θ´1q ˝ pθ ˝ φ´1q glatt in einer Umgebung
von x. Es folgt, dass ψ ˝ φ´1 in jeder Umgebung des Punktes von φpU X V q glatt ist. Also ist
A ein glatter Atlas.
Wir zeigen jetzt, dass A ein maximaler glatter Atlas ist. In der Tat, nach Definition von A,
jede Karte von M , welche glatt kompatibel mit jeder Karte in A ist, ist auch glatt kompatibel
mit jeder Karte in A. Jeder solche Karte ist also schon in A enthalten. Also ist A maximal.
Eindeutigkeit: Sei B ein weiterer maximaler glatter Atlas, welcher A enthält. Da jede Karte in
B glatt kompatibel mit jeder Karte von A ist, ist jede Karte in B schon in A enthalten. Da B
maximal ist, folgt B “ A.
(2) Seien A und B zwei glatte Atlase von M , welche die selbe glatte Struktur C bestimmen.
Nach (1), ist C die Familie der Karten von M , welche mit allen Karten in A und allen Karten
in B glatt kompatibel sind, und A,B Ă C. Es folgt, dass alle Karten in A Y B mit allen Karten
in A Y B glatt kompatibel sind.
Seien A und B zwei glatte Atlase von M , so dass A Y B ein glatter Atlas ist. Nach (1), ist
A Y B in einem eindeutigen maximalen Atlas C enthalten. Jede Karte in C ist glatt kompatibel
mit A (bzw B), also ist C Ă A (bzw. Ă B). Da C maximal ist, folgt C “ A “ B. □

Definition 3.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Karte pU,φq von M , welche in einem
maximalen glatten Atlas enthalten ist, nenne wir glatte Karte, und φ glatte
Koordinatenabbildung etc.

Definition 3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir nennen eine Teilmenge B Ă M eine reguläre
Koordinatenkugel, wenn es eine glatte Koordinatenkugel B1 Ą B gibt und glatte
Koordinatenabbildung φ : B1 ÝÑ Rn, so dass

φpBq “ Brp0q, φpBq “ Brp0q, φpB1q “ Br1p0q

für irgendwelche r, r1 P R, r1 ą r.

Lemma 3.7. Jede glatte Mannigfaltigkeit hat eine abzählbare Basis von regulären
Koordinatenkugeln

Proof. Wie Lemma 2.6 (Übung). □

Lemma 3.8 (Smooth manifold Chart Lemma). Sei M eine Menge, tUαuα eine Familie von
Teilmengen Uα Ă M und φα : Uα ÝÑ Rn Abbildungen, so dass die folgenden Bedingungen
gelten.

(1) @α, φαpUαq ist offen in Rn und φα ist eine Bijektion zwischen Uα und φαpUαq.
(2) @α, β, sind die Mengen φαpUα X Uβq und φβpUα X Uβq offen in Rn.
(3) Wenn Uα X Uβ ‰ ∅, dann ist φβ ˝ φ´1

α : φαpUα X Uβq ÝÑ φβpUα X Uβq glatt (C8).
(4) M wird von abzählbar vielen Uα überdeckt.
(5) Wenn p, q P M verschiedene Punkte sind, dann gibt es entweder ein Uα, so dass

p, q P Uα, oder es gibt Uα, Uβ, so dass Uα X Uβ “ ∅ und p P Uα und q P Uβ.

Dann hat M eine eindeutige Mannigfaltigkeitstruktur, so dass jedes pUα, φαq eine Karte von
M ist.

Proof. Zuerst definieren wir eine Topologie: wir nehmen alle Mengen der Form φ´1
α pV q,

V Ă Rn offen, als Basis. Wir zeigen jetzt, dass dies eine Topologie bestimmt. Dazu reicht es zu
zeigen, dass für alle offenen Mengen V,W Ă Rn und alle α, β, die Menge φ´1

α pV q X φ´1
β pW q
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wieder in der Basis ist (siehe Bild)

(3) impliziert, dass pφβ ˝ φ´1
α q´1pW q Ă φαpUα X Uβq offen ist. (2) impliziert, dass

pφβ ˝ φ´1
α q´1pW q offen in Rn ist. Es folgt, dass

φ´1
α pV q X φ´1

β pW q “ φ´1
α pV X pφβ ˝ φ´1

α q´1pW qq

eine Basis Menge ist. Wir haben also eine Topologie auf M definiert. Nach Definition dieser
Topologie und nach (1), ist jedes φα ein Homöomorphismus. Die Topologie auf M ist Haudorff
nach (5) und erfüllt das zweite Abzählbarkeitsaxiom nach (4) und weil die φαpUαq das zweite
Abzählbarkeitsaxiom erfüllen. Also ist M eine topologische Mannigfaltigkeit. (3) impliziert,
dass M eine glatte Mannigfaltigkeitist. Übung: diese glatte Mannigfaltigkeitsstruktur ist
eindeutig. □

Definition 3.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und f : M ÝÑ Rk eine Abbildung. Wir
sagen, dass f glatt ist, wenn es für jeden Punkt p P M eine Karte pU,φq von M gibt, mit
p P U , so dass f ˝ φ´1 : φpUq ÝÑ Rk glatt ist. Wir nennen pf ˝ φ´1qpxq die
Koordinatenrepräsentation von f .
Die Menge aller glatten Abbildungen M ÝÑ R wird mit C8pMq notiert.

Example 3.10 (Exercises). (1) Sei U Ă Rn eine offene Menge mit ihrer standard
Mannigfaltigkeitsstruktur und sei f : U ÝÑ Rk eine Abbildung. Zeige, sie ist glatt wie
oben definiert, dann und nur dann wenn sie glatt im calculus Sinne ist.

(2) Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f : M ÝÑ Rk eine glatte Abbildung. Zeige, dass
f ˝ φ´1 : φpUq ÝÑ Rk glatt ist für jede glatte Karte pU,φq von M .

Definition 3.11. Seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M ÝÑ N eine Abbildung.
Wir sagen, dass F glatt ist, wenn für jeden Punkt p P M glatte Karten pU,φq von M und
pV, ψq von N existieren, so dass p P U und F ppq P V und F pUq Ă V und
ψ ˝ F ˝ φ´1 : φpUq ÝÑ ψpV q glatt ist.
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Lemma 3.12. Jede glatte Abbildung ist stetig.

Lemma 3.13 (Glueing lemma for smooth maps). Seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten und
sei tUαuαPA eine offene Überdeckung von M . Wir nehmen an, dass für jedes α P A eine glatte
Abbildung Fα : Uα ÝÑ N haben, so dass Fα|UαXUβ

“ Fβ|UαXUβ
für alle α, β P A.

Dann gibt es eine eindeutige glatte Abbildung F : M ÝÑ N so dass F |Uα “ Fα für alle α P A.

Definition 3.14. Zwei Mannigfaltigkeiten M und N sind diffeomorph, wenn es eine glatte
bijektive Abbildung F : M ÝÑ N gibt, so dass F´1 glatt ist. Wir schreiben auch M « N .

Example 3.15. Sei Bn die offene Einheitskugel in Rn. Wir betrachten die Abbildungen
F : Bn ÝÑ Rn und G : Rn ÝÑ Bn

F pxq “
x

a

1 ´ |x|2
, Gpyq “

y
a

1 ` |y|2

Übung: F und G sind glatt und inverse zu einander. Also haben wir Rn « Bn.

4. Hügelfunktionen und die Zerlegung der Eins

Motivation: Abbildung zusammenkleben können, ohne, dass sie auf Überschneidungen
übereinstimmen.

Lemma 4.1. Die Funktion f : R ÝÑ R, fpxq “

#

e´1{t, t ą 0
0, t ď 0

, ist glatt.

Proof. Exercise. □

Lemma 4.2 (Existenz cutoff function). Seien r1, r2 P R, r1 ă r2. Dann gibt es eine glatte
Funktion h : R ÝÑ R, so dass hptq ” 1 für t ď r1, 0 ă hptq ă 1 für t P pr1, r2q und hptq ” 0 für
t ě r2.
Wir nennen h eine cut-off Funktion.

Proof. Sei f : R ÝÑ R, fpxq “

#

e´1{t, t ą 0
0, t ď 0

, von Lemma 4.1. Wir setzen

hptq “
fpr2 ´ tq

fpr2 ´ tq ` fpt´ r1q

Wir haben fpr2 ´ tq ` fpt´ r1q ą 0 (weil immer r2 ´ t oder t´ r1 positive sind) und hptq ď 1
für alle t P R. Für t ď r1 haben wir fpt´ r1q “ 0 und somit hptq “ 1. Für t ě r2 haben wir
fpr2 ´ tq “ 0 und somit hptq “ 0. □

Lemma 4.3. Seien r1, r2 P R, r1 ă r2. Dann gibt es eine glatte Funktion H : Rn ÝÑ R, so dass
Hpxq ” 1 für x P Br1p0q, 0 ă Hpxq ă 1 für x P Br2p0qzBr1p0q und Hpxq “ 0 für x P RnzBr2p0q.
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Proof. Wir setzen Hpxq “ hp|x|q, wobei h die Funktion von Lemma 4.2 ist. Die Funktion H ist
glatt auf Rnzt0u. Da Hpxq “ 1 für x P Br1p0q, ist H auch bei 0 glatt. □

Die Funktion H ist ein Beispiel einer Hügelfunktion.

Definition 4.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit und f : M ÝÑ R eine Abbildung. Wir nennen
suppf “ tp P M | fppq ‰ 0u

den Support (Träger) von f .

Example 4.5. Für f von Lemma 4.1, ist suppf “ Rě0. Für h von Lemma 4.2 ist
supph “ tx P R | x ď r2u. Für H von Lemma 4.3 ist suppH “ Br2p0q.

Definition 4.6. Sei M ein topologischer Raum und X :“ tXαuαPA eine offene Überdeckung
von M . Eine X untergeordnete Zerlegung der Eins ist eine Familie tψαuαPA von stetigen
Abbildungen ψα : M ÝÑ R, welche folgende Bedingungen erfüllt:

(1) 0 ď ψαpxq ď 1 @α P A und @x P M .
(2) suppψα Ă Xα @α P A.
(3) Die Familie tsuppψαuαPA ist lokal endlich.
(4)

ř

αPA ψαpxq “ 1 für alle x P M .
Wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit ist und alle ψα glatt sind, sagen wir, dass tψαuαPA eine
glatte X untergeordnete Zerlegung der Eins ist.

Remark 4.7. Nach (3), ist hat für jedes x P M die Summe
ř

αPA ψαpxq in (4) nur endlich
viele nicht-null Summanden.

Theorem 4.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X :“ tXαuαPA eine offene Überdeckung
von M . Dann existiert eine glatte X untergeordnete Zerlegung der Eins.

Proof. Nach Lemma 2.3, ist jedes Xα eine Mannigfaltigkeit. Als solche hat es eine Basis Bα
von Koordinatenkugeln (Lemma 3.7). Dann ist B :“ YBα eine Basis für die Topologie auf M .
Proposition 2.10 sagt, dass es eine offene abzählbare Überdeckung tBiui“18 von M gibt, so
dass Bi P B @i, für jedes i gibt es ein α P A, so dass Bi Ă Xα, und jeder Punkt x P M hat eine
Umgebung, die in nur endlich viele Bi nicht-leer schneidet. Die letzte Bedingung gilt auch für
die Überdeckung tBiui“18 nach Lemma 2.9. Da Bi eine reguläre Koordinatenkugel ist und
Bi Ă Xα für ein α P A, impliziert, dass es eine Koordinatenkugel B1

i Ă Xα gibt, so dass
Bi Ă B1

i. Und es gibt eine glatte Koordinate φi : B1
i ÝÑ Rn, so dass φipBiq “ Brip0q und

φipB
1
iq “ Br1

i
p0q für irgendwelche ri, r1

i P R, ri ă r1
i.

Für jedes i definieren wir

fi “

#

Hi ˝ φi, auf B1
i

0, auf MzBi
,

wobei Hi : Rn ÝÑ R eine glatte Funktion ist, die auf Brip0q positiv ist und null auf RnzBrip0q,
wie in Lemma 4.3. Wir bemerken, dass Hi ˝ φi null auf B1

izBi ist, als ist fi wohl-definiert, glatt
und suppfi “ Bi.
Wir definieren f : M ÝÑ R, fpxq “

ř

i fipxq. Da jeder tBiu lokal endlich ist, hat diese Summe
nur endlich viele nicht-null Summanden in einer Umgebung jedes Punktes. Also ist f glatt. Da
jedes fi positiv auf Bi ist und jeder Punkt von M in einem Bi enthalten ist, ist f positiv auf
M . Also ist gi :“ fi{f glatt, da wo es definiert ist. Ausserdem ist 0 ď gi ď 1 und

ř

i gipxq “ 1
@x P M .
Jetzt müssen wir die Indizes anpassen, damit wir α P A wiederfinden. Für jedes i gibt es
apiq P A, so dass B1

i Ă Xapiq (apiq ist vielleicht nicht eindeutig). Für α P A definieren wir

ψα “
ÿ

i sd apiq “ α

gi : M ÝÑ R.
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(Wenn es keine i gibt, so dass α “ apiq, dann ist diese Summe Null.) Wir haben

suppψα “ Yi sd apiq “ αBi
Lem 2.9

“ Yi sd apiq “ αBi Ă Xα

Jedes ψα ist glatt und 0 ď ψα ď 1. Mehr noch, für jeden Punk x P M gibt es eine Umgebung,
die in nur endlich vieln suppψα nicht-leer schneidet (weil das schon für die Bi stimmt). Wir
haben daher

ř

α ψα “
ř

i gi “ 1. □

Definition 4.9. Sein M eine glatte Mannigfaltigkeit, A Ă M abgeschlossen und U Ă M offen
mit A Ă U . Eine stetige Abbildung ψ : M ÝÑ R heisst Hügelfunktion für A auf U , wenn
0 ď ψ ď 1 auf M , ψ “ 1 auf A und suppψ Ă U .

Corollary 4.10. Sein M eine glatte Mannigfaltigkeit, A Ă M abgeschlossen und U Ă M offen
mit A Ă U . Dann gibt es eine glatte Hügelfunktion für A auf U .

Proof. Sei U0 “ U und U1 “ MzA. Dann ist tU0, U1u eine offene Überdeckung von M . Nach
Theorem 4.8 gibt es eine glatte tU0, U1u untergeordnete Zerlegung der Eins tψ0, ψ1u. Dann ist
ψ1 “ 0 auf A und somit ψ0 “ ψ0 ` ψ1 “ 1 auf A. Also ist ψ0 die gesuchte glatte
Hügelfunktion. □

Definition 4.11. Seinen M,N glatte Mannigfaltigkeiten und A Ă M eine Teilmenge. Eine
Abbildung F : A ÝÑ N ist glatt auf A, wenn es für jeden Punkt x P A eine Umgebung
x P U Ă M und eine glatte Abbildung F̃ : U ÝÑ N gibt, so dass F̃ |AXU “ F |AXU .

Corollary 4.12. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, A Ă M eine abgeschlossene Teilmenge
und f : A ÝÑ Rk eine glatte Abbildung. Sei U Ă M eine offene Menge mit A Ă U . Dann gibt
es eine glatte Abbildung f̃ : M ÝÑ Rk, so dass f̃A “ f und suppf̃ Ă U .

Proof. Für jedes p P A gibt es eine Umgebung Wp Ă M und eine glatte Abbildung
f̃p : Wp ÝÑ Rk, so dass f̃p|WpXA “ f |WpXA. Wir ersetzen Wp durch Wp X U und können somit
annehmen, dass Wp Ă U . Dann ist W :“ tWp | p P Au Y tMzAu eine offene Überdeckung von
M . Nach Theorem 4.8 gibt es eine glatte W untergeordnete Zerlegung der Eins
tψp | p P Au Y tψ0u. Es gilt suppψp Ă Wp und suppψ0 Ă MzA.
Für jedes p P A ist ψpf̃p glatt auf Wp und hat eine glatte Erweiterung auf M , welche null auf
Mzsuppψp ist. (Die so definierte Abbildung ist tatsächlich glatt, weil sie null auf Wpzsuppψp
ist.) Wir definieren

f̃pxq :“
ÿ

pPA

ψppxqf̃ppxq.

Da die Familie tsuppψpu lokal endlich ist, hat diese Summe in einer Umgebung jedes Punktes
nur endlich viele nicht-null Summanden. Also ist f glatt. Wenn x P A, dann ist ψ0pxq “ 0 und
f̃ppxq “ fpxq @p P A, und somit

f̃pxq “
ÿ

pPA

ψppxqf̃ppxq “ pψ0pxq `
ÿ

pPA

ψppxqqfpxq
ZdE
“ fpxq

Also ist f̃ |A “ f . Ausserdem haben wir

suppf̃ “ YpPAsuppψp Lem 2.9
“ YpPAsuppψp Ă YpPAWp Ă U.

□

Remark 4.13. Die Bedingung, dass f : A ÝÑ Rk und nicht f : A ÝÑ N für irgendeine glatte
Mannigfaltigkeit N ist wichtig. Nehmen wir die abgeschlossene Menge S1 Ă R2 und die
Identität f : S1 ÝÑ S1. Sie ist glatt. Aber es gibt keine stetige Erweiterung R2 ÝÑ S1 (denke
an Fundamentalgruppen) und daher kann Korollar 4.12 in diesem Fall nicht stimmen.
Allerdings kann man f als Abbildung f : S1 ÝÑ R2 sehen und dann können wir sie zur
Identitätsabbildung R2 ÝÑ R2 erweitern.
Man kann Korollar 4.12 verallgemeinern, vielleicht sehen wir das später.
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Definition 4.14. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ausschöpfungsfunktion für X ist eine
stetige Abbildung f : X ÝÑ R, so dass f´1pp´8, csq kompakt ist @c P R. Wir nennen
f´1pp´8, csq Sublevelset von f .

Proposition 4.15. Jede glatte Mannigfaltigkeithat eine glatte positive Ausschöpfungsfunktion.

Proof. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Nach Lemma 2.6 gibt es eine abzählbare offene
Überdeckung tVju

8
j“1 von präkompakten Mengen Vj (Topologieübung). Nach Theorem 4.8 gibt

es eine tVju
8
j“1 untergeordnete Zerlegung der Eins tψju

8
j“1. Wir definieren

fpxq “

8
ÿ

j“1
jψjpxq.

Da tsuppψju8
j“1 lokal endlich ist, sind für jeden Punk in M nur endlich viele Summanden

nicht-null in einer Umgebung dieses Punktes. Es folgt, dass f glatt ist. Ausserdem gilt
fpxq ě

ř8
j“1 ψjpxq “ 1. Lass uns zeigen, dass f eine Ausschöpfungsfunktion ist. Sei c P R und

sei N P Z, N ą c.
Wenn p R YN

j“1Vj , dann ist ψjpxq “ 0 for 1 ď j ď N , und dann gilt

fpxq “

8
ÿ

j“N`1
jψjpxq “

8
ÿ

j“N`1
Nψjpxq “ Np

8
ÿ

j“N`1
ψjpxqq “ N ą c.

Wir haben gezeigt, dass wenn fpxq ď c, dann ist x P YN
j“1Vj . Also ist die abgeschlossene

Menge f´1pp´8, csq in der kompakten Menge YN
j“1Vj und ist daher selbst kompakt. □

Der folgende Satz zeigt, dass jede abgeschlossene Menge einer glatten Mannigfaltigkeit eine
Niveaumenge ist.

Theorem 4.16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und K Ă M eine abgeschlossene Menge.
Dann gibt es eine glatte Funktion f : M ÝÑ Rě0, so dass f´1p0q “ K.

Proof. Nach Lemma 2.6 gibt es eine offene Überdeckung tBαuαPA von glatten
Koordinatenkugeln Bα. Nach Theorem 4.8 gibt es eine tBαuαPA untergeordnete Zerlegung der
Eins tψαuαPA.
Behauptung: es @α eine nicht-negative glatte Funktion fα : Bα ÝÑ R gibt, so dass
f´1
α p0q “ Bα XK. Wenn dies gezeigt ist, dann nehmen wir f “

ř

fαψα.
Beweis: wir erinnern uns, dass Bα « Rn, siehe Example 3.15. Es reicht also die Behauptung für
Rn zu zeigen. Sei K̃ Ă Rn das Bild von K XBα unter dem Diffeomorphismus Bα « Rn. Dann
ist K̃ Ă Rn eine abgeschlossene Menge. Dann ist RnzK̃ offen und ist eine glatte
Mannigfaltigkeit (Lemma 2.3). Dann ist RnzK̃ “ Y8

i“1Bripxiq für irgendwelche 0 ă ri ď 1 und
xi P RnzK̃ @i (Lemma 2.6). Nach Lemma 4.3 gibt es h : Rn ÝÑ R eine glatte Hügelfunktion,
welche 1 auf B1{2p0q ist und 0 ă hpxq ă 1 for x P B1p0qzB1{2p0q und hpxq “ 0 auf RnzB1p0q.
Da B1p0q kompakt ist, gibt es für jedes i P Zą0 eine Konstante Ci P Rě1, so dass

|hpiqpxq| ď Ci @x P B1p0q @i

(wobei hpiq die i-te Ableitung von h ist). Da h ” 0 auf RnzB1p0q, gilt

|hpiqpxq| ď Ci @x P Rn @i.

Wir definieren
fpxq “

8
ÿ

i“1

priq
i

2iCi
h

ˆ

x´ xi
ri

˙

Da 0 ď hpxq ď 1 @x P Rn, gilt

|
priq

i

2iCi
h

ˆ

x´ xi
ri

˙

| ď |
priq

i

2iCi
|

0ăriď1
ď

1
2iCi

Ciě1
ď

1
2i @i
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Da die Reihe
ř

i
1
2i konvergiert, konvergiert (nach Weierstrass Majorantenkriterium, siehe

Analysis I&II) auch
řN
i“1

priqi

2iCi
h
´

x´xi
ri

¯

absolut und gleichmässig auf Rn zu einer stetigen

Funktion f : Rn ÝÑ R. Wir bemerken, dass h
´

x´xi
ri

¯

ą 0 genau dann, wenn x P Bripxiq. Also
ist f |K̃ ” 0 und f |RnzK̃ ą 0.
Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass f glatt ist. Sei k ě 1 und nehmen wir an, dass alle
partiellen Ableitungen von f von Ordnung ď k ´ 1 existieren und stetig sind. Jede k-te
partielle Ableitung von priqi

2iCi
h
´

x´xi
ri

¯

ist von der Form

priq
i´k

2iCi
Dkh

ˆ

x´ xi
ri

˙

wobei Dkh eine k-te Ableitung von h ist. Wenn k ď i, dann ist priqi´k

2iCi
Dkh

´

x´xi
ri

¯

ď 1
2i . Also

konvergiert
řN
i“1

priqi´k

2iCi
Dkh

´

x´xi
ri

¯

uniform auf Rn zu einer stetigen Funktion auf Rn ÝÑ R
(wieder nach Weierstrass Majorantenkriterium). Es folgt, dass alle k-ten partiellen Ableitungen
von f existieren und stetig sind. Wir haben gezeigt, dass f glatt ist. Dies beweist unsere
Behauptung.
Wir nehmen nun

f :“
ÿ

fαψα

Da fα glatt ist (nach unserer eben bewiesenen Behauptung) und tψαuαPA eine tBαuαPA

untergeordnete Zerlegung der Eins, folgt, dass f wohldefiniert und glatt ist (wieder: da
tsupppψαquαPA lokal endlich ist, ist für jedes x P M ψαpxq ‰ 0 für nur endlich viele α P A, also
ist f wohldefiniert; f ist glatt, weil die fα und ψα glatt sind.) □

5. Tangentialräume von Mannigfaltigkeiten

Wir werden zwei equivalente Definitionen von Tangentialvektoren sehen, die eine durch
Derivative und die andere durch Geschwindigkeitsvektorne von Kurven bei Punkten.
Lass uns ein einleitendes Beispiel machen, um das Konzept von Derivationen klarer zu machen.

Example 5.1. Intuitiv, wenn eine Mannigfaltigkeit in einem Rn eingebettet ist:

Für a P Rn definieren wir Rna :“ tau ˆ Rn “ tpa, vq | v P Rnu. Wir schreiben va :“ pa, vq. Es gilt
va ` wa “ pv ` wqa und pcvqa “ cpvaq, also ist Rna ein R-Vektorraum. Ausserdem sind Rna und
Rnb disjunkt, wenn b P R, a ‰ b. Sei va P Rna . Er definiert eine Abbildung

Dv|a : C8pMq ÝÑ R, Dv|af “ Dvpfqa “
d

dt
|t“0fpa` tvq

welche R-linear ist (Dv|apcfq “ cDv|apfq) und Dv|apfgq “ fpaqDv|apgq ` gpaqDv|apfq

(Leipniz-Regel / Produktregel). Wenn ei der i-te Standardvektor ist, dann haben wir
Dei |a “

Bf
Bxi

paq und Dř

i ciei
|a “

ř

i ci
Bf
Bxi

paq (siehe Analysis II).
Für va P Rna schreiben wir va “

ř

i vipeiqa, wo ei der ite Standardvektor ist, und bekommen
Dv|a “

ř

i vi
Bf
Bxi

paq

Wir nennen eine Abbildung w : C8pRnq ÝÑ R eine Derivation bei a P Rn, wenn w R-linear ist
und wpfgq “ fpaqwpgq ` gpaqwpfq @f, g P C8pRnq. Wir schreiben TaRn für die Menge aller
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Derivationen bei a. Dann ist TaRn ein R-Vektorraum durch pw1 ` w2qpfq :“ w1pfq ` w2pfq

und pcwqpfq :“ c wpfq.

Remark 5.2. Sei a P Rn, w P TaRn und f, g P C8pRnq. Dann gilt:
(1) Wenn f konstant ist, dann gilt wpfq “ 0. In der Tat, sei fpxq ” c. Dann ist

wpfq “ cwp1q, da w R-linear. Wir haben
wp1q “ wp1 ¨ 1q “ 1paqwp1q ` 1paqwp1q “ 2wp1q, also ist wp1q “ 0.

(2) Wenn fpaq “ gpaq “ 0, dann gilt wpfgq “ 0. Dies folgt aus der Produkt-/Leipnizregel.

Lemma 5.3. Sei a P Rn. Dann gilt:
(1) Für va P Rna ist Da|v eine Derivation.
(2) Die Abbildung va ÞÑ Dv|a ist ein Isomorphismus (von R-Vektorräumen) Rna ÝÑ TaRn.

Proof. Die erste Aussage folgt aus der Kettenregel. Lass uns die zweite Aussage beweisen. Wir
bemerken, dass F : va ÞÑ Dv|a linear ist: F pcvaq “ Dcv|a “

ř

i cvi
B

Bxi
paq “ cDv|a und

F pva ` waq
va`wa“pv`wqa

“ Dv`w|a “
ř

pvi ` wiq
B

Bxi
paq “ Dv|a `Dw|a.

F ist injektiv: Sei va P Rna , so dass Dv|a “ 0. Dann gilt 0 “ Dv|apxjq “
ř

i vi
B

Bxi
pxjqpaq “ vj für

alle j “ 1, . . . , n. Also ist va “ 0a.
F ist surjektiv: Sei w P TaRn und vi :“ wpxiq, i “ 1, . . . , n (wobei xi : Rn ÝÑ R die i-te
Koordinate ist). Sei v :“ v1pe1qa ` ¨ ¨ ¨ ` vnpenqa. Wir zeigen, dass Dv|a “ w. Dazu, sei
f : Rn ÝÑ R glatt. Dann gilt (siehe Analysisvorlesung, sonst Übung)

fpxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf

Bxi
paqpxi ´ aiq `

ÿ

i,j

pxi ´ aiqpxj ´ ajq

ż 1

0
p1 ´ tq

B2f

BxiBxj
pa` tpx´ aqqdt

Nach Remark 5.2 folgt

wpfq “ wpfpaqq ` wp
ÿ

i

Bf

Bxi
paqpxi ´ aiqq ` wp

ÿ

i,j

pxi ´ aiqpxj ´ ajq

ż 1

0
p1 ´ tq

B2f

BxiBxj
pa` tpx´ aqqdtq

Rmk 5.2
“ wp

ÿ

i

Bf

Bxi
paqpxi ´ aiqq

“
ÿ

i

Bf

Bxi
paqpwpxiq ´ wpaiqq

Rmk 5.2
“

ÿ

i

Bf

Bxi
paqwpxiq “

ÿ

i

Bf

Bxi
paqvi “ Dv|af

□

Corollary 5.4. @ a P Rn, p B
Bx1

|a, . . . ,
B

Bxn
|aq ist eine Basis von TaRn. Insbesondere

dimTaRn “ n.

Proof. Wir nehmen den Isomorphismus Rna ÝÑ TpRn von Lemma 5.3 und bemerken, dass er
nach Konstruktion peiqa auf B

Bxi
|a schickt für alle i “ 1, . . . , n. □

Wir verallgemeinern dieses Konzept jetzt.

Definition 5.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p P M . Eine Derivation bei p ist eine
lineare Abbildung v : C8pMq ÝÑ R, so dass vpfgq “ fppqvpgq ` gppqvpfq. Wir schreiben TpM
für die Menge der Derivationen von M bei p und nennen sie Tangentialraum von M bei p.

Lemma 5.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p P M , v P TpM und f, g P C8pMq. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(1) Wenn f eine konstante Funktion ist, dann gilt vpfq “ 0.
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(2) Wenn fppq “ gppq “ 0, dann gilt vpfgq “ 0.
Proof. Wie Remark 5.2. □

Um die abstrakten Tangentialräume, die wir auf Mannigfaltigkeiten definiert haben, mit den
geometrischen Tangentialräumen in Rn zu verknüpfen, müssen wir untersuchen, wie glatte
Abbildungen Tangentialvektoren beeinflussen. Im Fall einer glatten Abbildung zwischen
euklidischen Räumen ist die totale Ableitung der Abbildung an einem Punkt (repräsentiert
durch ihre Jacobimatrix) eine lineare Abbildung, die die „beste lineare Approximation“ der
Abbildung in der Nähe des gegebenen Punktes darstellt. Im Fall von Mannigfaltigkeiten macht
es keinen Sinn, von einer linearen Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten zu sprechen.
Stattdessen handelt es sich um eine lineare Abbildung zwischen Tangentialräumen.
Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten mit oder ohne Rand und F : M ÝÑ N eine glatte
Abbildung. Für jedes p P M definieren wir eine Abbildung, das Differential von F in p, wie
folgt:

DFp : TpM ÝÑ TF ppqN,

Für v P TpM setzen wir dFppvq die Derivation in F ppq, so dass für f P C8pNq gilt:
DFppvqpfq :“ vpf ˝ F q.

Bemerke: wenn f ˝ F P C8pMq, dann ist f P C8pNq und somit macht vpf ˝ F q Sinn. Der
Operator DFppvq : C8pNq ÝÑ R ist linear, da v linear ist, und es ist eine Derivation in F ppq,
da für beliebige f, g P C8pNq gilt:

DFppvqpfgq “ vppfgq ˝ F q “ vppf ˝ F qpg ˝ F qq “ fpF ppqqvpg ˝ F q ` gpF ppqqvpf ˝ F q.

Proposition 5.7. Seien M , N und P glatte Mannigfaltigkeiten, F : M ÝÑ N und
G : N ÝÑ P glatte Abbildungen, und p P M . Dann gilt:

(1) DFp : TpM ÝÑ TF ppqN ist linear.
(2) DpG ˝ F qp “ DGF ppq ˝DFp : TpM ÝÑ TpG˝F qppqP .
(3) DpIdM qp “ IdTpM : TpM ÝÑ TpM .
(4) Wenn F ein Diffeomorphismus ist, dann ist DFp : TpM ÝÑ TF ppqN ein

Isomorphismus und es gilt
pDFpq

´1 “ DpF´1qF ppq.

Proof. Seien v, w P TpM , f P C8pNq, f P C8pP q.
(1) Es gilt

dFppv ` wqpfq
def
“ pv ` wqpf ˝ F q

def
“ vpf ˝ F q ` wpf ˝ F q

def
“ dFppvqpfq ` dFppwqpfq

“ pdFppvq ` dFppwqqpfq.

Also gilt DFppv ` wq “ dFppvq ` dFppwq.
(2) Es gilt

DpG ˝ F qppvqpfq
def
“ vpf ˝ pG ˝ F qq “ vppg ˝Gq ˝ F q

“ DFppvqpg ˝Gq
DFppvq“derivation w in F ppq

“ wpg ˝Gq

“ DGF ppqpwqpfq
w“DFppvq

“ pDGF ppqpDFpqpvqqpgq.

Also gilt DpG ˝ F qp “ DGF ppq ˝ dFp
(3) Es gilt

DpIdM qppvqpfq “ vpf ˝ IdM q “ vpfq, @f P C8pMq.

Also gilt DpIdM qp “ idTpM .
(4) Wir haben idTpM

p3q
“ DpIdM qp “ DpF´1 ˝ F qp

p2q
“ DpF´1qF ppq ˝DFp □

Lemma 5.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand, p P M und v P TpM .
Wenn f, g P C8pMq in einer Umgebung von p übereinstimmen, dann gilt vpfq “ vpgq.
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Proof. Sei h “ f ´ g, sodass h eine glatte Funktion ist. Sie ist null in einer Umgebung von p.
Sei ϕ P C8pMq eine glatte Hügelfunktion, die identisch gleich 1 auf dem Support von h ist und
deren Supoprt in Mztpu enthalten ist. Da ϕ ” 1 dort, wo h ‰ 0 ist, ist das Produkt ϕh
identisch gleich h (da, wo h nichtnull ist). Da hppq “ ϕppq “ 0, impliziert Lemma 5.6, dass
vpϕhq “ 0. Da h “ ϕh auf suppphq und h “ ϕh “ 0 da, wo h Null ist, folgt vpϕhq “ 0. Aus der
Linearität von v folgt vpfq “ vpgq. □

Wir können somit den Tangentialraum einer offenen Untermannigfaltigkeit mit dem
Tangentialraum der gesamten Mannigfaltigkeit identifizieren:

Lemma 5.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei U Ă M eine offene Teilmenge, und sei
ι : U ãÑ M die Inklusionsabbildung. Für jedes p P U ist das Differential Dιp : TpU ÝÑ TpM ein
Isomorphismus.

Proof. Injektivität: sei v P TpU und Dιppvq “ 0 P TpM . Sei B eine Umgebung von p, sodass
B Ă U . Wenn f P C8pUq beliebig, impliziert Lemma 4.12, dass es ein f̃ P C8pMq gibt, sodass
f̃ “ f auf B. Da f und f̃ |U glatte Funktionen auf U sind, die in einer Umgebung von p
übereinstimmen, impliziert Lemma 5.8, dass

vf “ vpf̃ |U q “ vpf̃ ˝ ιq “ Dιppvqpf̃q “ 0.
Es folgt, dass v “ 0. Also ist Dιp injektiv.
Surjektivität: sei w P TpM . Definiere einen Operator v : C8pUq ÝÑ R durch vf :“ wpf̃q, wobei
f̃ eine beliebige glatte Funktion auf M ist, die mit f auf U übereinstimmt (existiert nach
Lemma 4.12). Nach Lemma 5.8 ist vpfq unabhängig von der Wahl von f̃ , also ist v
wohldefiniert. Wir bemerken, dass vpfq eine Derivation in p ist. Für jedes g P C8pMq gilt

Dιppvqpgq “ vpg ˝ ιq “ wpgq,

also ist Dιp surjektiv. □

Remark 5.10. Für eine offene Teilmenge U Ă M ist der Isomorphismus Dιp zwischen TpU
und TpM kanonisch definiert, unabhängig von Wahlmöglichkeiten. Von nun an identifizieren
wir TpU mit TpM für jeden Punkt p P U . Diese Identifikation entspricht
Dιppvqpgq “ vpg ˝ ιq “ wpgq von oben.

Proposition 5.11. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist für jedes
p P M der Tangentialraum TpM ein n-dimensionaler Vektorraum.

Proof. Für ein p P M sei pU,φq eine glatte Karte mit p P U . Da φ ein Diffeomorphismus von U
auf eine offene Teilmenge V Ă Rn ist, folgt aus Lemma 5.7, dass dφp ein Isomorphismus von
TpU auf TφppqV ist. Nach Lemma 5.9 ist TpM » TpU und TφppqV » TφppqRn. Es folgt

dimTpM “ dimTφppqRn “ n.

□

Proposition 5.12. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit seiner standardmäßigen
glatten Mannigfaltigkeitsstruktur (siehe Übungen). Für jeden Punkt a P V ist die Abbildung

C8pV q Q v ÞÑ Dv|a :“ d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
fpa` tvq P R

ein kanonischer Isomorphismus von V nach TaV , sodass für jede lineare Abbildung
L : V ÝÑ W folgendes Diagramm kommutiert:

V » TaV
L Ó Ó dLa
W » TaW

Proof. Wir wählen eine Basis von V und können den Beweis von Lemma 5.3 wiederholen, um
zu zeigen, dass Dv|a eine Ableitung in a ist und dass die Abbildung v ÞÑ Dv|a ein Iso ist.
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Sei L : V ÝÑ W eine lineare Abbildung. Da ihre Komponenten bezüglich beliebiger Basen von
V und W lineare Funktionen der Koordinaten sind, ist L glatt. Es gilt für f P C8pW q:

dLapDv|aqpfq
def dLa

“ pDv|aqpf ˝ Lq
def Dv|a

“
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
pf ˝ Lqpa` tvq

L linear
“

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
fpLpaq ` tLpvqq “ DLpvq|Lpaqpfq

Also kommutierte das obige Diagramm. □

Remark 5.13. Soweit ist alles sehr abstrakt. Wir sehen jetzt, wie man mit
Tangentialvektoren und Differentialen in lokalen Koordinaten rechnen kann. Sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit, und pU,φq sei eine glatte Koordinatenkarte auf M . Dann ist φ insbesondere
ein Diffeomorphismus von U auf eine offene Teilmenge Uy Ă Rn. Es folgt von Proposition 5.7
und Lemma 5.9, dass dφp : TpM ÝÑ TφppqRn ein Isomorphismus ist. Nach Corollary 5.4 bilden

B
Bx1

ˇ

ˇ

φppq
, . . . , B

Bxn

ˇ

ˇ

φppq
eine Basis von TφppqRn. Also bilden die Urbilder dieser Vektoren unter

dem Isomorphismus dφp eine Basis von TpM (siehe Proposition 5.12). In Übereinstimmung mit
unserer Konvention, Koordinatenkarten wenn möglich als Identifikationen zu behandeln,
verwenden wir die Notation B

Bxi

ˇ

ˇ

p
für diese Vektoren:

( B
Bxi

) B

Bxi

ˇ

ˇ

p
:“ pdφpq

´1
ˆ

B

Bxi

ˇ

ˇ

φppq

˙

Prop 5.7
“ dφ´1

φppq

ˆ

B

Bxi

ˇ

ˇ

φppq

˙

.

Wir bemerken, dass für f P C8pUq gilt:
ˆ

B

Bxi

ˇ

ˇ

p

˙

pfq “ dφ´1
φppq

ˆ

B

Bxi

ˇ

ˇ

φppq

˙

pfq “
B

Bxi

ˇ

ˇ

φppq
pf ˝ φ´1q

Mit anderen Worten ist B
Bxi

ˇ

ˇ

p
einfach die Ableitung, die die i-te partielle Ableitung der

(Koordinatendarstellung von) f an der (Koordinatendarstellung von) p nimmt. Die Vektoren
B

Bxi

ˇ

ˇ

p
werden die Koordinatenvektoren an p genannt, die mit der Karte pU,φq assoziiert sind.

Im Spezialfall der Standardkoordinaten auf Rn sind die Vektoren B
Bxi

ˇ

ˇ

p
buchstäblich die

partiellen Ableitungsoperatoren.

Definition 5.14. Nach der obigen Bemerkung, kann ein Tangentialvektor v P TpM eindeutig
als Linearkombination v “

řn
i“1 vi

B
Bxi

ˇ

ˇ

p
, vi P R, geschrieben werden. Die geordnete Basis

´

B
Bx1

ˇ

ˇ

p
, . . . , B

Bxn

ˇ

ˇ

p

¯

wird als Koordinatenbasis von TpM bezeichnet und v1, . . . , vn P R werden
die Komponenten von v bezüglich der Koordinatenbasis genannt.

Wenn v bekannt ist, können seine Komponenten folgendermassen berechnet werden: wir
denken xj als glatte Funktion auf U und dann

vpxjq “ v

˜

n
ÿ

i“1
vi

B

Bxi

ˇ

ˇ

p

¸

pxjq “ vi
Bxj
Bxi

ˇ

ˇ

p
“ viδij “ vi,

wobei δij das Kronecker-Delta ist.

Alternative Definition des Tangentialraumes einer glatten Mannigfaltigkeit.
Wenn M eine Mannigfaltigkeit ist, definieren wir eine (parametrisierte) Kurve in M als eine
stetige Abbildung γ : J ÝÑ M , wobei J Ď R ein offenes Intervall ist. Sei t0 P J . Wir definieren
die Geschwindigkeit γ1pt0q von γ bei t0 als

γ1pt0q “
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

γptq P Tγpt0qM ;
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wobei d
dt

ˇ

ˇ

t0
der Standard-Koordinatenbasisvektor in Tt0R ist.

Sei f P C8pMq. Dann gilt:

γ1pt0qpfq “ dγ

ˆ

d

dt

ˇ

ˇ

t0

˙

pfq “
d

dt

ˇ

ˇ

t0
pf ˝ γq “ pf ˝ γq1pt0q

Also ist γ1pt0q die Derivation bei t0, die durch die Ableitung einer Funktion entlang der Kurve
γ erhalten wird.
Nun sei pU,φq ein glattes Koordinatenchart mit Koordinatenfunktionen txiu. Wenn γpt0q P U ,
können schreiben wir γ als γptq “ px1ptq, . . . , xnptqq für t, welche hinreichend nahe bei t0 liegen.
Mit den obigen expliziten Koordinatenrechnungen bekommen wir (Studenten sollen versuchen
es nachzurechnen)

γ1pt0q “
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

γptq “

ˆ

d

dt
x1ptq, . . . ,

d

dt
xnptq

˙

.

Proposition 5.15. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p P M . Dann ist jedes v P TpM die
Geschwindigkeit einer glatten Kurve in M .

Proof. Sei pU,φq eine glatte Koordinatenkarte, so dass p P U und φppq “ 0, und schreibe
v “

řn
i“1 vi

B
Bxi

ˇ

ˇ

p
. Für ein hinreichend kleines ϵ ą 0, sei

γ : p´ϵ, ϵq ÝÑ U, t ÞÑ φ´1ptv1, . . . , tvnq

Dies ist eine glatte Kurve mit γp0q “ p und γ1p0q “ vi
B

Bxi

ˇ

ˇ

p
“ v. □

Sei p ein Punkt von M . Wir definieren eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller glatten
Kurven der Form γ : J ÝÑ M , wobei 0 P J Ă R ein offenes Intervall ist, so dass γp0q “ p:
Gegeben zwei solche Kurven γ1 : J1 ÝÑ M und γ2 : J2 ÝÑ M , sagen wir, dass γ1 „ γ2, wenn
p ddtpf ˝ γ1qptqq|t“0 “ p ddtpf ˝ γ2qptqq|t“0 für jede glatte, reellwertige Funktion f , die in einer
Umgebung von p definiert ist. Sei VpM die Menge der Äquivalenzklassen. Proposition 5.15
induziert eine surjecktive Abbildung TpM ÝÑ VpM , v ÞÑ γ1p0q, wobei
γ : p´ϵ, ϵq ÝÑ U, t ÞÑ φ´1ptv1, . . . , tvnq und pU,φq wie im Beweis von Proposition 5.15 sind.
Diese Abbildung ist injektiv nach Definition von γ1p0q und der Äquivalenzrelation zwischen
Kurve.
Der Tangentialraum an M bei p wird auch oft als die Menge VpM definiert. Diese Definition
hat den Vorteil, dass sie geometrisch intuitiver ist, hat jedoch den Nachteil, dass die Existenz
einer Vektorraummodellstruktur auf VpM nicht offensichtlich ist.

Das Tangentenbündel Mannigfaltigkeit.
Oft ist es nützlich, die Menge aller Tangentialvektoren an allen Punkten einer Mannigfaltigkeit
zu betrachten. Gegeben eine glatte Mannigfaltigkeit M , definieren wir das Tangentialbündel
von M als

TM :“
ğ

pPM

TpM.

Ein Element schreiben wir als geordnetes Paar pp, vq mit p P M und v P TpM . Das
Tangentialbündel kommt mit einer natürlichen Projektionsabbildung

π : TM ÝÑ M, pp, vq ÞÑ p

Wir haben eine kanonische Injektion TpM ÝÑ TM , v ÞÑ pp, vq.
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Example 5.16. Sei M “ Rn. Nach Lemma 5.3 haben wir einen natürlich Isomorphismus
Rna ÝÑ TaRn, va ÞÑ Dv|a. Wir haben also eine natürlich Identifikation

TRn “
ğ

aPRn

TaRn ÝÑ
ğ

aPRn

Rna “
ğ

aPRn

ptau ˆ Rnq “ Rn ˆ Rn

Dv|a ÞÑ va

Ein Element pa, vq dieses kartesischen Produkts kann entweder als der geometrische
Tangentialvektor va oder als die durch (3.1) definierte Ableitung Dv|a betrachtet werden.

Im Allgemeinen ist das Tangentialbündel kein Produkt, wie wir später sehen.

Proposition 5.17. Für jede glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit M besitzt das
Tangentialbündel TM eine natürliche Topologie und eine glatte Struktur, die es zu einer
2n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit machen. Mit dieser Struktur ist die Projektion
π : TM ÝÑ M glatt.

Proof. Sei pU,φq eine glatte Karte von M . Dann ist π´1pUq Ă TM die Menge aller
Tangentialvektoren an M in allen Punkten von U . Seien px1, . . . , xnq die
Koordinatenfunktionen von φ. Wir definieren

φ̃ : π´1pUq ÝÑ R2n, φ̃pp, vq “ φ̃

˜

ÿ

i

vi
B

Bxi
|p

¸

“ px1ppq, . . . , xnppq, v1, . . . , vnq .

Wir haben φ̃pπ´1pUqq “ φpUq ˆ Rn und φ̃ ist ist eine Bijektion auf ihr φ̃pπ´1pUqq mit
Umkehrabbildung

φ̃´1px1, . . . , xn, v1, . . . , vnq “

˜

φ´1pxq,
ÿ

i

vi
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

φ´1pxq

¸

Seien pU,φq und pV, ψq zwei glatte Karten von M , und seien pU, φ̃q, pV, ψ̃q die
entsprechenden Karten auf TM . Die Mengen

φ̃pπ´1pUq X π´1pV qq “ φpU X V q ˆ Rn

und
ψ̃pπ´1pUq X π´1pV qq “ ψpU X V q ˆ Rn

sind offen in R2n, und die Übergangsabbildung ψ̃ ˝ pφ̃q´1 : φpU X V q ˆ Rn ÝÑ R2n ist nach
Lemma 5.13

ψ̃ ˝ φ̃´1px1, . . . , xn, v1, . . . , vnq “

ˆ

ψ1pxq, . . . , ψnpxq,
Bψi
Bxj

pxqvj

˙

.

Diese Abbildung ist glatt. Wir wählen eine abzählbare Überdeckung tUiu von M durch glatte
Karten. Sie induziert eine eine abzählbare Überdeckung von TM durch Karten tπ´1pUiqu. Sie
erfüllen die Bedingungen von Lemma 3.8(i)–(v). (Um die Hausdorff-Bedingung (v) zu
überprüfen, beachte, dass sich zwei Punkte in derselben Faser von π in einer einzigen Karte
befinden. Falls hingegen pp, vq und pq, wq in verschiedenen Fasern liegen, so existieren disjunkte
glatte Koordinatenbereiche U, V für M mit p P U und q P V , sodass π´1pUq und π´1pV q
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disjunkte Koordinatenumgebungen sind, die pp, vq bzw. pq, wq enthalten.) Also hat TM eine
glatte Struktur.
Um zu sehen, dass π glatt ist, beachte, dass ihre Koordinatendarstellung in Bezug auf die
Karten pU,φq für M und pπ´1pUq, φ̃q für TM gegeben ist durch πpx, vq “ x. □

Übung: Zeige, dass die Identifikation in Beispiel 5.16 ein Diffeomorphismus zwischen glatten
Mannigfaltigkeit ist.

Zurück zu glatten Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeit.
Die wichtigste linear-algebraische Eigenschaft einer linearen Abbildung ist ihr Rang.
Tatsächlich ist der Rang die einzige Eigenschaft, die verschiedene lineare Abbildungen
unterscheidet, wenn wir frei sind, Basen für den Definitionsbereich und den Zielbereich
unabhängig voneinander zu wählen.

Definition 5.18. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, p P M und F : M ÝÑ N eine
glatte Abbildung. Wir definieren den Rang von F bei p als den Rang der linearen Abbildung
dFp : TpM ÝÑ TF ppqN . Dies ist der Rang der assoziierten Jacobi-Matrix von dFp bezüglich
jeder Wahl von glatten Karten, und rankpF q “ dim ImpdFpq.
Wenn F an jedem Punkt von M denselben Rang r hat, sagen wir, dass es konstanten Rang
hat, und schreiben rankpF q “ r.
Wenn dFp “ maxtdimM,dimNu, sagen wir, dass F bei p vollen Rang hat. Wenn F bei jedem
Punkt von M vollen Rang hat, sagen wir, dass F vollen Rang hat.

Definition 5.19. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M ÝÑ N eine glatte
Abbildung.

‚ Wir nennen F eine glatte Submersion, wenn ihr Differential an jedem Punkt surjektiv
ist (oder äquivalent, wenn rankF “ dimN).

‚ Sie wird eine glatte Immersion genannt, wenn ihr Differential an jedem Punkt injektiv
ist (äquivalent, wenn rankF “ dimM).

‚ Sie wird eine glatte Einbettung genannt, wenn F : M ÝÑ N ein Homöomorphismus auf
sein Bild und eine Immersion ist.

Example 5.20. (1) Seien M1, . . . ,Mk glatte Mannigfaltigkeiten. Dann ist jede der
Projektionsabbildungen πi : M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMk ÝÑ Mi eine glatte Submersion.
Insbesondere ist die Projektion π : Rn`k ÝÑ Rn eine glatte Submersion.

(2) Sei γ : J ÝÑ M eine glatte Kurve in einer glatten Mannigfaltigkeit M , dann ist γ
genau dann eine glatte Immersion, wenn γ1ptq ‰ 0 für alle t P J .

(3) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und TM ihr Tangentialbündel (eine
Mannigfaltigkeit nach Proposition 5.17). Dann ist die Projektion π : TM ÝÑ M eine
glatte Submersion. (Lokal, auf Karten, ist es wirklich eine Projektion.)

(4) Die glatte Abbildung X : R2 ÝÑ R3, definiert durch
Xpu, vq “ pp2 ` cos 2πuq cos 2πv, p2 ` cos 2πuq sin 2πv, sin 2πuq ,

ist eine glatte Immersion, deren Bild die torusförmige Fläche ist, die durch Rotation
des Kreises py ´ 2q2 ` z2 “ 1 in der py, zq-Ebene um die z-Achse entsteht
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(5) Die Abbildung γ : R ÝÑ R2, γptq “ pt3, 0q, ist eine glatte Abbildung und ein
Homöomorphismus auf sein Bild, aber sie ist keine glatte Einbettung, da γ1p0q “ 0.

(6) Sei X die Kurve parametrisiert durch β : p´π, πq ÝÑ R2, βptq “ psin 2t, sin tq. Wir
haben X “ βpp´π, πqq “ tpx, yq | x2 “ 4y2p1 ´ y2qu.

β eine injektive glatte Immersion, da β1ptq ‰ 0 für alle t P R. β ist jedoch kein
Homöomorphismus auf ihr Bild da X kompakt und p´π, πq nicht kompakt ist.

Lemma 5.21. Sei F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und p P M .
Wenn dFp surjektiv ist, dann existiert eine Umgebung U von p, so dass F |U eine Submersion
ist. Wenn dFp injektiv ist, dann existiert eine Umgebung U von p, so dass F |U eine Immersion
ist.

Proof. Wenn wir beliebige glatte Koordinaten für M in der Nähe von p und für N in der Nähe
von F ppq wählen, bedeutet jede der beiden Hypothesen, dass die Jacobimatrix von F in diesen
Koordinaten bei p vollen Rang hat.
Übung: Sei m “ dimM und n “ dimN . Dann ist die Menge der mˆ n Matrizen mit vollem
Rang eine offene Teilmenge von MmnpRq. Da F glatt ist, ist DFp stetig in p. Es folgt dass die
Jacobimatrix von F in einer Umgebung von p vollen Rang hat. □

Definition 5.22. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung F : M ÝÑ N ist
ein lokaler Diffeomorphismus, wenn für jeden Punkt p P M eine Umgebung U von p existiert,
so dass F pUq offen in N ist und F |U : U ÝÑ F pUq ein Diffeomorphismus ist.

Theorem 5.23 (Inverse Funktionensatz für Mannigfaltigkeiten). Seien M und N glatte
Mannigfaltigkeiten, p P M und F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung. Wenn dFp invertierbar ist,
dann gibt es zusammenhängende Umgebungen U0 von p und V0 von F ppq, so dass
F |U0 : U0 ÝÑ V0 ein Diffeomorphismus ist.

Proof. Die Tatsache, dass dFp bijektiv ist, impliziert, dass M und N die gleiche Dimension
n :“ dimM haben. Wir wählen glatte Karten pU,φq mit p P U und φppq “ 0, und pV, ψq,
F ppq P V und ψpF ppqq “ 0, so dass mit F pUq Ď V . Dann ist G :“ ψ ˝ F ˝ φ´1 : φpUq ÝÑ ψpV q

eine glatte Abbildung und Gppq “ 0. Da φ und ψ Diffeomorphismen sind, ist
dG “ dψ ˝ dF ˝ dφ´1 und darum ist dGp invertierbar. Der Inverse Funktionensatz (Analysis II)
impliziert, dass es zusammenhängende offene Teilmengen U 1 Ă φpUq und V 1 Ă ψpV q gibt, die 0
enthalten, so dass G|U 1 : U 1 ÝÑ V 1 ein Diffeomorphismus ist. Dann sind U0 “ φ´1pU 1q und
V0 “ ψ´1pV 1q zusammenhängende Umgebungen von p und F ppq, und es folgt, dass
F |U0 : U0 ÝÑ V0 ein Diffeomorphismus ist. □

Wir haben folgende Eigenschaften, welche aus der Definition von lokalen Diffeomorphismen,
Proposition 5.7 und Lemma 5.9 folgen.

Lemma 5.24 (Übung).
‚ Jede Komposition von lokalen Diffeomorphismen ist ein lokaler Diffeomorphismus.
‚ Jedes endliche Produkt von lokalen Diffeomorphismen zwischen glatten

Mannigfaltigkeiten ist ein lokaler Diffeomorphismus.
‚ Jeder lokale Diffeomorphismus ist ein lokaler Homöomorphismus und eine offene

Abbildung.



22

‚ Die Einschränkung eines lokalen Diffeomorphismus auf eine offene Teilmannigfaltigkeit
ist ein lokaler Diffeomorphismus.

‚ Jeder Diffeomorphismus ist ein lokaler Diffeomorphismus.
‚ Jeder bijektive lokale Diffeomorphismus ist ein Diffeomorphismus.
‚ Eine Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten ist ein lokaler Diffeomorphismus

genau dann, wenn sie in einer Nachbarschaft jedes Punktes ihrer Definitionsmenge
eine koordinierte Darstellung hat, die ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Proposition 5.25. Sei F : M ÝÑ N eine Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.
(1) F ist genau dann ein lokaler Diffeomorphismus, wenn es sowohl eine glatte Immersion

als auch eine glatte Submersion ist.
(2) Wenn dimM “ dimN und F entweder eine glatte Immersion oder eine glatte

Submersion ist, dann ist es ein lokaler Diffeomorphismus.

Proof. (1) Angenommen, F ist ein lokaler Diffeomorphismus. Für p P M gibt es eine
Nachbarschaft U von p, sodass F ein Diffeomorphismus von U auf F pUq ist. Es folgt dann,
dass dFp : TpM ÝÑ TF ppqN ein Isomorphismus ist mit pdFpq

´1 “ dpF´1qF ppq (Übung). Somit
gilt rankF “ dimM “ dimN , sodass F sowohl eine glatte Immersion als auch eine glatte
Submersion ist. Umgekehrt, wenn F sowohl eine glatte Immersion als auch eine glatte
Submersion ist, dann ist dFp ein Isomorphismus für jedes p P M , und der Umkehrsatz für
Mannigfaltigkeiten (Theorem 4.5) zeigt, dass p eine Nachbarschaft hat, auf der F auf seinem
Bild einen Diffeomorphismus einschränkt. Dies beweist (a).
(2) Wenn M und N die gleiche Dimension haben, dann bedeutet entweder die Injektivität oder
die Surjektivität von DFp Bijektivität, sodass F eine glatte Submersion ist, genau dann, wenn
es eine glatte Immersion ist. Daher folgt (2) aus (1). □

Theorem 5.26 (Rang-Theorem). Seien M und N sind glatte Mannigfaltigkeiten mit
dimM “ m und dimN “ n, und F : M ÝÑ N ist eine glatte Abbildung mit konstantem Rang
r. Für jedes p P M existieren glatte Karten pU,φq für M mit p P U und pV, ψq für N mit
F ppq P V , so dass F pUq Ď V und F in diesen Koordinaten die Darstellung
(1) F pyq “ px1, . . . , xr, 0, . . . , 0q

hat. Insbesondere gilt:
‚ Falls F eine glatte Submersion ist, so gilt F pyq “ px1, . . . , xnq.
‚ Falls F eine glatte Immersion ist, so gilt F pyq “ px1, . . . , xm, 0, . . . , 0q.

Proof. Da der Satz eine lokale Aussage ist, können wir durch geeignete Wahl von Karten M
und N durch offene Teilmengen U Ď Rm und V Ď Rn ersetzen. Die Annahme, dass
rankDFp “ r, bedeutet, dass eine r ˆ r-Untermatrix von DFp eine nichtverschwindende
Determinante besitzt. Durch permutation der Koordinaten nehmen wir an, dass dies die obere
linke Untermatrix

´

BFi
Bxj

¯

für i, j “ 1, . . . , r ist.
Wir führen die Standardkoordinaten als px, yq “ px1, . . . , xr, y1, . . . , ym´rq P Rm und
pv, wq “ pv1, . . . , vr, w1, . . . , wn´rq P Rn ein. Durch eine Translation der Koordinaten können
wir annehmen, dass p “ p0, 0q und F ppq “ p0, 0q. Sei F px, yq “ pQpx, yq, Rpx, yqq mit
Q : U ÝÑ Rr und R : U ÝÑ Rn´r glatt. Die Annahme, dass rankDFp “ r impliziert, dass
det

´

BQi
Bxj

¯

p0, 0q ‰ 0.
Wir definieren φ : U ÝÑ Rm, φpx, yq “ pQpx, yq, yq. Dann gilt

Dφp0, 0q “

«

BQi
Bxj

p0, 0q
BQi
Byj

p0, 0q

0 In

ff

,

wobei In die Einheitsmatrix ist. Da Dφp0, 0q invertierbar ist, existieren nach Theorem 5.23
(Inversen Funktionensatz) Umgebungen U0 Ď U und Ũ0 Ď Rm, sodass φ : U0 ÝÑ Ũ0 ein
Diffeomorphismus ist. Wir können annehmen, dass Ũ0 ein offener Würfel um p0, 0q ist.
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Sei φ´1px, yq “ pApx, yq, Bpx, yqq (und A : Ũ0 ÝÑ Rr, B : Ũ0 ÝÑ Rm´r glatt). Dann gilt
px, yq “ φpApx, yq, Bpx, yqq “ pQpApx, yq, Bpx, yqq, Bpx, yqq

Es folgt: y “ Bpx, yq und x “ QpApx, yq, Bpx, yqq “ QpApx, yq, yq und dann
φ´1px, yq “ pApx, yq, yq,

F ˝ φ´1px, yq “ pQpApx, yq, yq, RpApx, yq, yqq “ px, R̃px, yqq,

mit R̃ : Ũ0 ÝÑ Rm´r, px, yq “ RpApx, yq, yq. Es folgt

DpF ˝ φ´1qpx, yq “

˜

In 0
BR̃i

Bxj
px, yq BR̃i

Byj
px, yq

¸

, @px, yq P Ũ0.

Da die Komposition mit einem Diffeomorphismus den Rang einer Abbildung nicht verändert,
hat diese Matrix überall Rang r in U 1

0. Die ersten r Spalten sind linear unabhängig. Daher ist
der Rang nur dann r, wenn BR̃i

Byj
” 0 auf U 1

0 für alle i, j. Da Ũ0 ein Würfel ist, folgt, dass R̃
unabhängig von py1, . . . , ym´rq ist.
Wir setzen Spxq :“ R̃px, 0q und erhalten
(2) F ˝ φ´1px, yq “ px, Spxqq.

Um den Beweis zu vervollständigen, müssen wir eine geeignete glatte Karte in einer Umgebung
von p0, 0q P V definieren. Sei V0 “ tpv, wq P V | pv, 0q P Ũ0u Ď V . Dann ist V0 eine Umgebung
von p0, 0q. Da Ũ0 ein Würfel um p0, 0q ist und F ˝ φ´1 die Form px, Spxqq hat, folgt, dass

F pU0q “ F ˝ φ´1pŨ0q Ď V0.

Definiere ψ : V0 ÝÑ Rn, ψpv, wq “ pv, w ´ Spvqq. Diese Abbildung ist ein Diffeomorphismus auf
ihr Bild, da ihre Inverses ψ´1ps, tq “ ps, t` Spsqq und S glatt ist. Also ist pV0, ψq eine glatte
Karte. Es folgt aus (2), dass

ψ ˝ F ˝ φ´1px, yq “ ψpx, Spxqq “ px, Spxq ´ Spxqq “ px, 0q.

□

Corollary 5.27. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, M zusammenhängend, und sei
F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Für jedes p P M existieren glatte Karten von M und N , die resp. p und F ppq

enthalten, in denen die Koordinatendarstellung von F linear ist.
(2) F hat konstanten Rang.

Proof. (1)ñ(2): Angenommen, F besitzt eine lineare Koordinatendarstellung in einer
Umgebung jedes Punktes. Da jede lineare Abbildung konstanten Rang hat, folgt, dass der
Rang von F in einer Umgebung jedes Punktes konstant ist. Aufgrund der
Zusammenhangseigenschaft von M ist der Rang somit auf ganz M konstant.
(2)ñ(1): Falls F konstanten Rang hat, zeigt der Theorem 5.26, dass F in einer Umgebung
jedes Punktes eine lineare Koordinatendarstellung hat. □

Theorem 5.28 (Global Rank Theorem). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, und sei
F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung mit konstantem Rang. Dann gilt:

(1) F surjektiv ñ F eine glatte Submersion.
(2) F injektiv ñ F eine glatte Immersion.
(3) F bijektiv ñ F ein Diffeomorphismus.

Proof. Sei m “ dimM und n “ dimN .
(1) Nehmen wir an, dass F keine glatte Submersion ist, d.h. r ă n. Nach Theorem 5.26
existieren für jeden p P M glatte Karten pU,φq von M und pV, ψq von N mit p P U und
F ppq P V , sodass F pUq Ď V und so dass F in dieser Koordinatendarstellung die Form
F pxq “ px1, . . . , xr, 0, . . . , 0q hat.



24

Falls nötig, verkleinern wir U , sodass es eine offene Koordinatenkugel ist und F pUq Ď V gilt.
Es folgt, dass F pUq eine kompakte Teilmenge der Menge ty P V | yr`1 “ ¨ ¨ ¨ “ yn “ 0u ist.
Somit ist F pUq eine abgeschlossene Teilmenge von N , die keine offene Teilmenge von N
enthält und daher nirgendwo dicht in N ist (dh IntFpUq “ ∅; IntFpUq ist die grösste offene
Teilmenge von F pUq). Da jede offene Überdeckung einer Mannigfaltigkeit eine abzählbare
Teilüberdeckung besitzt (nach Parakompaktheit, siehe Lemma 2.10), können wir eine
abzählbare Familie von solchen Karten tpUi, φiqu wählen, die M überdecken, mit
entsprechenden Karten tpVi, ψiqu, die F pMq überdecken.

Da F pMq die abzählbare Vereinigung der nirgendwo dichten Mengen F pUiq ist, folgt aus dem
Baireschen Kategoriensatz (siehe Funktionalanalysis), dass F pMq ein leeres Inneres in N hat.
Das bedeutet, dass F nicht surjektiv sein kann.
(2) Nehmen wir an, dass F keine glatte Immersion ist, also r ă m. Nach dem Theorem 5.26
können wir für jedes p P M Karten um p und F ppq wählen, in denen F Koordinatendarstellung
(1) hat. Daraus folgt, dass F p0, . . . , 0, εq “ F p0, . . . , 0, 0q für jedes hinreichend kleine ε ą 0.
Also ist F nicht injektiv.
(3) Eine bijektive glatte Abbildung mit konstantem Rang nach (1) eine glatte Submersion und
nach (2) eine glatte Immersion ist. Somit impliziert Proposition 5.25, dass F ein lokaler
Diffeomorphismus ist, und da F bijektiv ist, folgt, dass F ein Diffeomorphismus ist. □

Proposition 5.29. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M ÝÑ N eine injektive
glatte Immersion. Falls eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist, dann ist F eine glatte
Einbettung:

(1) F ist eine offene oder abgeschlossene Abbildung.
(2) F ist eine eigentliche (proper) Abbildung (dh das Urbild jeder kompakten Menge ist

kompakt).
(3) M ist kompakt.
(4) dimM “ dimN .

Proof. (1) Wenn F eine offene oder abgeschlossene Abbildung ist, dann ist es ein
Homöomorphismus auf sein Bild F pMq Ă N . Nach Definition 5.19, ist F eine glatte
Einbettung.
(2) Eigentliche Abbildungen zwischen lokal kompakten Hausdroff topologischen Räumen sind
abgeschlossen (Übung). Die Behauptung folgt dann aus (1).
(3) Sei M kompakt und A Ă M abgeschlossen. Dann ist A kompakt und somit F pAq kompakt
(weil F stetig ist). Da N Hausdorff ist, ist A abgeschlossen (Übung). Die Behauptung folgt
jetzt aus (1).
(4) Sei dimM “ dimN . Nach Proposition 5.25(2) ist F : M ÝÑ N ein lokaler
Diffeomorphismus, im Speziellen also eine offene Abbildung. Die Behauptung folgt aus (1). □

Proposition 5.30. Seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten und F : N ÝÑ M eine glatte
Einbettung. Setze S “ F pNq. Mit der induzierten Topologie (Unterraumtopologie) ist S eine
topologische Mannigfaltigkeit, und es existiert eine eindeutige glatte Struktur auf S, so dass die
Inklusion S ãÑ M eine glatte Einbettung ist und F : N ÝÑ S ein Diffeomorphismus ist.
Wir nennen F pNq eine eingebettete Untermanigfaltigkeit von M .
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Proof. Wenn wir S die Unterraumtopologie von M geben, dann bedeutet die Annahme, dass F
eine Einbettung ist insbesondere, dass F als ein Homöomorphismus von N nach S ist. Somit
ist S eine topologische Mannigfaltigkeit.
Glatte Struktur auf S: Wir nehmen die glatten Karten der Form pF pUq, φ ˝ F´1q, wobei pU,φq

eine beliebige glatte Karte für N ist; die glatte Verträglichkeit dieser Karten folgt unmittelbar
aus der glatten Verträglichkeit der entsprechenden Karten für N . Mit dieser glatten Struktur
auf S ist die Abbildung F ein Diffeomorphismus auf ihr Bild (essentially by definition), und
dies ist die einzige glatte Struktur mit dieser Eigenschaft.
Die Inklusionsabbildung S ãÑ M ist gleich

S
F´1|S
ÝÑ N

F
ÝÑ M

also ist ein Diffeomorphismus gefolgt von einer glatten Einbettung, daher ist sie eine glatte
Einbettung. □

Lemma 5.31. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S Ă M eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit. Dann ist S genau dann proper eingebettet (S ãÑ M ist proper, i.e.
Urbilder von kompakt ist kompakt), wenn sie eine abgeschlossene Teilmenge von M ist.

Proof. (Übung) Wenn S proper eingebettet ist, dann ist sie abgeschlossen. Umgekehrt, wenn S
in M abgeschlossen ist, dann ist die Inklusionsabbildung S ãÑ M proper. □

6. Whitney Embedding

Definition 6.1. Sei F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeit und
p P M . Wir nennen p regulär von F , wenn DFp : TpM ÝÑ TpN surjecktiv ist. Wir nennen p
kritisch, wenn DFp nicht surjektiv ist.

Remark 6.2. (1) Wenn dimM ă dimN , dann ist jeder Punkt von M kritisch bzgl. jeder
glatten Abbildung F : M ÝÑ N .

(2) Jeder Punkt von M ist ein regulärer Punkt von F ðñ F ist eine Submersion.

Definition 6.3. Sei F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeit.
Ein Punkt c P N is ein regulärer Wert von F , wenn jeder Punkt in F´1pcq ein regulärer Punkt
ist. Ansonsten ist c ein kritischer Wert von F . Wenn c ein regulärer Wert von F ist, nennen
wir die Niveaumenge F´1pcq regulär.

Definition 6.4. Eine Teilmenge X Ă Rn hat (n-dimensionales) Mass null, wenn für jedes
δ ą 0 eine abzählbare Überdeckung von X durch offene n-dimensionale Rechtecke tCiui
existiert, sodass

ř

i VolpCiq ă δ. (Dies äquivalent zu der Bedingung ist, dass das
Lebesgue-Mass von X null ist.)

Example 6.5. (1) Wenn X Ă Rn Mass Null hat und x0 P Rn, dann hat auch
x0 `X “ tx0 ` a | a P Xu Mass Null.

(2) Jede Teilmenge einer Menge mit Mass Null in Rn hat ebenfalls Mass Null.
(3) Eine abzählbare Vereinigung von Mengen mit Mass Null in Rn hat Mass Null.
(4) Falls k ă n, dann hat jede Teilmenge von Rk “ pxk`1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0q Ă Rn Mass Null

in Rn.
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Lemma 6.6. (1) Sei A Ď Rn eine kompakte Teilmenge, deren Schnitt mit
tx P Rn | xn “ cu Ď Rn´1 für jedes c P R Mass Null in Rn´1 hat. Dann hat A Mass
Null in Rn.

(2) Sei A eine offene oder abgeschlossene Teilmenge von Rn´1, und sei f : A ÝÑ R eine
stetige Funktion. Dann hat der Graph von f Maß Null in Rn.

(3) Jede echte affine Untermenge von Rn hat Mass Null in Rn.
(4) Sei A Ď Rn eine Menge mit Mass Null, und sei F : A ÝÑ Rn eine glatte Abbildung.

Dann hat F pAq Mass Null.

Proof. Siehe Masstheorievorlesung (oder [1, 6.2–6.4]). □

Definition 6.7. Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass eine
Teilmenge A Ď M Mass Null in M hat, wenn für jede glatte Karte pU,φq von M die Teilmenge
φpAX Uq Ď Rn n-dimensionales Mass Null hat.

Lemma 6.8. Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei A Ď M .
Angenommen, es gibt eine Familie tpUα, φαquαPA glatter Karten von M mit A Ď

Ť

αPI Uα, so
dass φαpAX Uαq Mass Null in Rn hat für jedes α P I. Dann hat A Mass Null in M .

Proof. Sei pV, ψq eine beliebige glatte Karte. Wir müssen zeigen, dass ψpAX V q Mass Null in
Rn hat. Die offene Menge V ist eine Mannigfaltigkeit. Sei B eine Basis für die Topologie von V .
Wir können annehmen, dass Uα X V P B für alle α P I. Nach Proposition 2.10, können wir V
mit abzählbar vielen offenen Mengen aus B überdecken. Wir können annehmen, dass
(abzählbar viele) Uα darunter sind. Es folgt, dass eine abzählbare Teilmenge der Uα X V die
Menge AX V überdeckt (wir ersetzen so lange andre offene Mengen der Überdeckung mit Uα,
bis wir AX V überdecken). Es gilt

ψpAX V X Uαq “ pψ´1 ˝ φ´1
α q ˝ φαpAX V X Uαq @α P A.

Da φαpAX V X Uαq Ă φαpAX Uαq ist, und die letztere nach Voraussetzung Mass Null in Rn
hat, folgt aus Lemma 6.6(4) angewandt auf ψ ˝ φ´1

α , dass ψpAX V X Uαq Mass Null hat. Da
ψpAX V q die Vereinigung abzählbar vieler ψpAX V XUαq ist, hat es ebenfalls Mass Null (siehe
Example 6.5(3)). □

Theorem 6.9 (Sard’s theorem). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei
F : M ÝÑ N eine glatte Abbildung. Dann hat die Menge der kritischen Werte von F Mass null
in N .

Proof. Ohne Beweis. Siehe [1, Theorem 6.10] □

Lemma 6.10. Sei M Ă RN eine glatte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Für jedes
v P RNzpxN “ 0q definieren wir die Projektion πv : RN ÝÑ RN´1 mit kerpπvq “ Rv (dh die
Projektion auf pRvqK). Falls N ą 2n` 1, dann gibt es eine dichte Menge von Vektoren
v P RNzpxN “ 0q, so dass πv|M : M ÝÑ RN´1 eine injektive Immersion ist.

Proof. Wir bemerken:
(3) πv|M injektiv ðñ p´ q nicht parallel zu v für alle p, q P M , p ‰ q

(4) πv|M ist glatte Immersion ðñ TpM X kerpdπvqp “ t0u für alle p P M .
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Da πv linear ist, ist sein Differential dieselbe lineare Abbildung (unter der natürlichen
Identifikation TpRN – RN , also πv “ dpπvqp @p P M unter dieser Identifikation, also
kerpdπvqp “ kerπv @p P M). Es folgt:
(5) TpM X kerpdπvqp “ t0u für alle p P M ðñ wenn w P TpM paralell zu v, dann ist w “ 0.
Sei ∆M :“ tpp, pq | p P Mu Ă M ˆM die Diagonale von M . Sie ist abgeschlossen in M . Sei
M0 :“ tpp, 0q P TM | p P Mu Ă TM , die Menge der Nullvektoren an allen Punkten von M ,
welche abgeschlossen in TM ist.
Betrachten wir die Abbildungen

φ : pM ˆMqz∆M ÝÑ RPN´1, φpp, qq “ rp´ qs,

ψ : TMzM0 ÝÑ RPN´1, ψpp, wq “ rws,

wobei die eckigen Klammern die Äquivalenzklasse eines Vektors in RNzt0u in RPN´1

bezeichnen. Die Inklusion M ãÑ RN ist glatt (Blatt 2), wir haben einen Diffeomorphismus
TRN » RN ˆ RN (Example 5.16), Projektionen sind glatt und die Quotientenabbildung
RNzt0u ÝÑ RPN´1 glatt ist (Blatt 3). Also sind φ und ψ glatt.
Wir bemerken, nach (3)–(5), dass
(6) πv|M injektive glatte Immersion ðñ rvs R ImφY Imψ.
Da dimpM ˆMqz∆M “ dimTMzM0 “ 2n und dimRPN´1 “ N ´ 1 ą 2n, folgt dass jeder
Punkt von M ein kritischer Punkt von φ und von ψ ist. Nach Theorem 6.9 (Sard’s Satz) haben
also Imφ und Imψ Mass Null. Dies und (6) impliziert die Behauptung des Lemmas. □

Lemma 6.11. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und nehmen wir an, es gibt eine glatte
Einbettung M ãÑ RN für ein N ě 1. Dann gibt es eine glatte Einbettung M ãÑ R2n`1.

Proof. Sei S Ď RN ein 1-dimensionaler linearer Unterraum und R P Rą0. Wir definieren das
Rohr mit Achse S und Radius R als

TRpSq “
␣

x P RN | }x´ y} ă R für ein y P S
(

.

Wir bemerken, dass TRpSq Ă RN offen ist.

Sei F : M ÝÑ RN eine glatte Einbettung (gibt es nach Voraussetzung). Sei BN die
N -dimensionale offene Kugel in RN und G : RN ÝÑ BN ein Diffeomorphismus (Blatt 3). Nach
Proposition 4.15 gibt es eine glatte Erschöpfungsfunktion f : M ÝÑ R. Definiere

φ : M ÝÑ RN ˆ R, p ÞÑ pG ˝ F ppq, fppqq .

Da G ˝ F eine glatte Einbettung ist, ist φ injektiv, und dpφ ist injektiv für jedes p. Also ist φ
eine injektive Immersion. Sie ist proper (eigentlich; siehe Definition in Proposition 5.29): das
Urbild via φ jeder kompakten Menge ist koompakt, weil es eine abgeschlossene Teilmenge der
kompakten Menge f´1pr´1, csq für ein c P R ist. Also ist φ eine glatte Einbettung nach
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Proposition 5.29(2) ist. Nach Konstruktion ist Impφq Ď BN ˆ R. Zusammengefasst ist also φ
eine proper glatte Einbettung in M ãÑ RN`1, dessen Bild im Rohr BN ˆ R enthalten ist.
Wir ersetzen N ` 1 durch N und können so annehmen, dass M eine proper glatte Einbettung
in RN hat, deren Bild in einem Rohr TRpSq für ein S Ă RN enthalten ist (siehe Abbildung).
Indem wir M mit seinem Bild identifizieren, können wir M als Untermannigfaltigkeit von RN
betrachten, die im Rohr TRpSq enthalten ist.
Falls N ą 2n` 1, zeigt Lemma 6.10, dass es ein v P RNzRN´1, so dass πv|M : M ãÑ RN´1 eine
injektive Immersion ist. Da die Menge dieser v dicht in RN ist, können wir v so wählen, dass
v R S. Es folgt, dass πvpSq ein eindimensionaler Unterraum von RN´1 ist. Da πv eine
beschränkte lineare Abbildung ist (sie schickt beschränkte Mengen auf beschränkte Mengen),
folgt, dass πvpMq in einem Rohr um πvpSq liegt. Wir zeigen jetzt, dass πv|M proper ist. Wenn
wir das gezeigt, haben ist πv|M nach Proposition 5.29 eine Einbettung.
Sei also K Ď RN´1 eine kompakte Menge. Dann ist K Ă BR1p0q Ă RN´1 für irgendein
R1 P Rą0. Nach Definition von πv gibt es für jedes x P π´1

v pKq es ein c P R, sodass
πvpxq “ x´ cv (wir sehen ja RN´1 also den Unterraum von RN mit xN “ 0). Da |πvpxq| ă R,
bedeutet dies, dass x P TRpRvq. Es folgt, dass M X π´1

v pKq in zwei Rohren enthalten ist, eines
um S und das andere um Rv. Die Schnittmenge von zwei Röhren ist beschränkt, wenn ihre
Achsen nicht parallel sind. Also ist M X π´1

v pKq abgeschlossen in M und beschränkt. Dann ist
also der Abschluss von M X π´1

v pKq kompakt in RN´1 und somit ist M X π´1
v pKq kompakt in

M .
Es folgt also, dass πv proper ist. Nach Proposition 5.29 ist also πv|M : M ÝÑ RN´1 eine proper
Einbettung und πvpMq ist in einem Rohr enthalten. Wir können dieses Argument nun
iterieren, bis wir ein richtiges glattes Einbetten von M in R2n`1 erreichen (diese Schranke ist
durch Lemma 6.10 gegeben). □

Theorem 6.12 (Whitney’s Embedding Theorem). Sei n ě 1. Jede glatte n-dimensionale
Mannigfaltigkeit hat eine glatte Einbettung in R2n`1.

Proof. Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nach Lemma 6.11 reicht es zu
zeigen, dass M eine glatte Einbettung in irgendein RN hat.
Fall 1: Nehmen wir an, dass M kompakt ist. Dann besitzt M eine endliche Überdeckung
tB1, . . . , Bmu, wobei jedes Bi eine reguläre Koordinatenkugel ist (siehe Lemma 3.7). Dies
bedeutet, dass es für jedes i “ 1, . . . ,m eine glatte Karte pB1

i, φiq gibt mit B1
i Ą Bi und

Koordinatenabbildung φi : B1
i ÝÑ Rn (da ja M n-dimensional ist), die einen Diffeomorphismus

von Bi auf eine kompakte Teilmenge von Rn induziert.
Für jedes i “ 1, . . . ,m sei ψi : M ÝÑ R eine glatte Hügelfunktion mit supppψiq Ď B1

i und
ψi|Bi

” 1. Definiere

F : M ÝÑ Rnm`m, p ÞÑ pψ1ppqφ1ppq, . . . , ψmppqφmppq, ψ1ppq, . . . , ψmppqq.

und bemerke, dass F glatt ist. Wir zeigen jetzt, dass F eine injektive glatte Immersion ist; da
M kompakt ist, folgt dann daraus, dass F eine glatte Einbettung ist (siehe Proposition 5.29).
F injektiv: Sei F ppq “ F pqq. Da M “ Ym

i“1Bi, existiert ein i P t1, . . . ,mu mit p P Bi. Dann gilt
ψippq “ 1, und aus ψipqq “ ψippq “ 1 folgt q P supppψiq Ď B1

i. Es folgt
φipqq “ ψipqqφipqq “ ψippqφippq “ φippq.

Da φi auf B1
i injektiv ist, folgt p “ q.

F glatte Immersion: Sei p P M beliebig und wähle i P t1, . . . ,mu mit p P Bi (gibt es, da ja
M “ YiBi). Da ψi ” 1 in einer Umgebung von p ist, gilt Dpψiφiqp “ Dpφiqp, was injektiv ist
(weil φi ein Diffeomorphismus ist). Es folgt, dass DFp injektiv ist. Wir haben gezeigt, dass F
eine injektive glatte Immersion ist und daher eine Einbettung (siehe Proposition 5.29).
Fall 2: Sei M nicht kompakt. Nach Proposition 4.15 existiert eine glatte Erschöpfungsfunktion
f : M ÝÑ Rą0. Nach dem Satz von Sard (Theorem 6.9) und weil M nicht kompakt ist,
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existieren für jedes i P Zě0 reguläre Werte ai, bi P R von f , sodass i ă ai ă bi ă i` 1. Definiere
D0 :“ f´1pp´8, 1sq E0 :“ f´1pp´8, a1sq,

Di :“ f´1pri, i` 1sq Ei :“ f´1prbi´1, ai`1sq, i ě 1.
Da f eine Ausschöpfungsfunktion ist, ist jedes Ei kompakt in M . (In der Tat: E0 und
f´1pp´8, bisq und f´1pp´8, aisq sind kompakt für alle i. Also ist
Ei “ f´1pp´8, ai`1sqzf´1pp´8, biqq abgeschlossen in der kompakten Menge f´1pp´8, ai`1sq

und ist somit wieder kompakt.) Wir haben
Di Ă IntpEiq, M “ YiDi, Ei X Ej “ H für |i´ j| ą 1.

Fall 1 und Lemma 6.11 implizieren, dass es für jedes i P Zě0 eine glatte Einbettung
ρi : Ei ÝÑ R2n`1 gibt. Sei ψi : M ÝÑ R eine glatte Hügelunktion mit supppψiq Ď IntpEiq und
die auf einer Umgebung von Di gleich 1 ist. Definiere

F : M ÝÑ R2n`1 ˆ R2n`1 ˆ R, p ÞÑ

˜

ÿ

i gerade
ψippqρippq,

ÿ

i ungerade
ψippqρippq, fppq

¸

.

Da in einer Umgebung jedes Punktes nur ein Summand in jeder Koordinate ungleich null ist,
ist F glatt. Da f proper ist, ist auch F proper. Wir zeigen jetzt, dass F eine injektive glatte
Immersion. Es folgt dann, dass F eine glatte Einbettung ist (siehe Proposition 5.29).
F injektiv: Sei F ppq “ F pqq. Da M “ YjDj , gibt j, so dass p P Dj . Die Bedingung fpqq “ fppq

impliziert, dass q P Dj . Wir fahren wie im Fall 1 fort um zu zeigen, dass p “ q.
F glatte Immersion: Sei p P M beliebig, und wähle j, so dass p P Dj . Dann gilt ψj ” 1 in einer
Umgebung von p. Falls j ungerade ist, haben wir für alle q in dieser Umgebung

F pqq “ pρjpqq, . . . , . . . q,

was impliziert, dass DFp injektiv ist (weil ρj eine Einbettung ist). Ein ähnliches Argument gilt,
wenn j gerade ist. □
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Komplexe Analysis
7. Komplexe Differenzierbarkeit und holomorphe Funktionen

7.1. Komplexe Differenzierbarkeit.
Definition 7.1. Eine Funktion f : D ÝÑ C heißt komplex differenzierbar bei c P D, wenn es
eine Funktion f 1 : D ÝÑ C gibt, die bei c stetig ist und so dass

fpzq “ fpcq ` pz ´ cqf 1pzq @z P D (C-Linearisierung).
Eine solche Funktion f 1, falls sie existiert, ist eindeutig durch f bestimmt:

f 1pzq “
fpzq ´ fpcq

z ´ c
für z P Dztcu (Differenzenquotient).

Setzt man h :“ z ´ c, so folgt aus der Stetigkeit von f 1 an c, dass

lim
hÝÑ0

fpc` hq ´ fpcq

h
“ f 1pcq P C (Differentialquotient).

Die Zahl f 1pcq P C heißt die Ableitung (bezüglich z) von f bei c. Wir schreiben auch
Bf
Bdz pcq :“ f 1pcq.
Remark 7.2. Komplexe Differenzierbarkeit von f an c impliziert die Stetigkeit von f bei c, da
f eine Summe von Produkten der Funktionen fpcq, z´ c und f 1 ist, welche alle bei c stetig sind.
Example 7.3. (1) Für jedes n P N ist z ÞÑ zn überall in C komplex differenzierbar:

zn “ cn ` pz ´ cqf 1pzq, wobei f 1pzq :“ zn´1 ` czn´2 ` ¨ ¨ ¨ ` cn´2z ` cn´1.

Es folgt, dass pznq1 “ nzn´1 @z P C. Es folgt, dass alle Polynome ppzq P Crzs überall
komplex differenzierbar sind und rationale Funktionen gpzq P Cpzq sind bei allen
Stellen differenzierbar sind, bei denen sie definiert sind.

(2) Die Konjugationsfunktion fpzq :“ z, z P C, ist an keinem Punkt komplex
differenzierbar, da der Differenzenquotient

fpc` hq ´ fpcq

h
für h P R den Wert 1 hat, während er für h P iR den Wert ´1 annimmt. Daher
existiert der Grenzwert nicht.

(3) Übung: Die Funktionen Repzq, Impzq und |z| sind nirgends in C komplex
differenzierbar. Dies zeigt man, indem man wie in (2) den Differenzenquotienten
zunächst für reelle und dann für rein imaginäre h betrachtet.

Wir schreiben c “ a` ib “ pa, bq und z “ x` iy “ px, yq. Für eine Abbildung f : C ÝÑ C
schreiben wir fpzq “ upx, yq ` ivpx, yq, wobei u, v : R2 ÝÑ R.
Lemma 7.4. Wenn f : C ÝÑ C bei c komplex differenzierbar ist und f “ u` iv,
u, v : R2 ÝÑ R, dann sind u, v nach x und y differenzierbar und es gilt:

uxpcq “ vypcq, uypcq “ ´vxpcq Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
und

f 1pcq “ uxpcq ` ivxpcq “ vypcq ´ iuypcq.

Proof. Es gilt:
f 1pcq “ lim

hÝÑ0

fpc` hq ´ fpcq

h
“ lim

hÝÑ0

fpc` ihq ´ fpcq

ih
.

Wenn h P R, so folgt:

f 1pcq “ lim
hÝÑ0

upa` h, bq ´ upa, bq

h
` i lim

hÝÑ0

vpa` h, bq ´ vpa, bq

h

“ lim
hÝÑ0

upa, b` hq ´ upa, bq

ih
` i lim

hÝÑ0

vpa, b` hq ´ vpa, bq

ih
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Es folgt, dass die partiellen Ableitungen nach x und y der reellwertigen Funktionen u und v
bei c existieren. Mit den üblichen Notationen uxpcq, . . . , vypcq für diese Ableitungen ergeben
sich die Gleichungen:

f 1pcq “ uxpcq ` ivxpcq “ 1
i puypcq ` ivypcqq .

□

Remark 7.5. Sei D Ă C offen und f “ u` iv : D ÝÑ C eine Abbildung, welche reell
differenzierbar ist. Dann sind u, v reell differenzierbar und somit ist auch f̄ :“ u´ iv reell
differenzierbar.

Lemma 7.6. Sei D Ă C offen. Eine Funktion f “ u` iv : D ÝÑ C ist genau dann bei c P D
reell differenzierbar, wenn u : D ÝÑ R und v : D ÝÑ R bei c reell differenzierbar sind.

Proof. Wir schreiben u “ 1
2pf ` fq und v “ 1

2ipf ´ fq. Eine Funktion D ÝÑ R ist genau dann
bei c reell differenzierbar, wenn die entsprechende komplexwertige Funktion D ÝÑ R ãÑ C es
ist. □

Lemma 7.7. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind
äquivalent:

(1) f ist an der Stelle c P D komplex differenzierbar.
(2) f ist an der Stelle c reell differenzierbar und das Differential Dfpcq : C ÝÑ C ist

komplex-linear.
(3) f ist an der Stelle c reell differenzierbar und die Cauchy-Riemann-Gleichungen

uxpcq “ vypcq, uypcq “ ´vxpcq gelten.
Falls i) – iii) erfüllt sind, gilt: f 1pcq “ uxpcq ` ivxpcq “ vypcq ´ iuypcq.

Proof. i)ô ii): folgt unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen und Lemma 7.4.
ii) ô iii) Wir haben Das Differential Dfpcq ist durch die 2 ˆ 2-Matrix gegeben:

Dfpcq “

ˆ

uxpcq uypcq
vxpcq vypcq

˙

Nach Lemma 7.4 ist die durch diese Matrix bestimmte R-lineare Abbildung C ÝÑ C genau
dann C-linear, wenn uxpcq “ vypcq und uypcq “ ´vxpcq gelten. □

Example 7.8. (1) Das Polynom fpx, yq :“ x3y2 ` ix2y3 ist überall in C “ R2 reell
differenzierbar. Die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten am Punkt c “ pa, bq genau
dann, wenn 3a2b2 “ 3a2b2 und 2a3b “ ´2ab3, d. h. wenn abpa2 ` b2q “ 0. Da a, b P R
sind, bedeutet dies ab “ 0. Es folgt: Die Punkte, in denen f komplex differenzierbar
ist, sind genau die Punkte auf den beiden Koordinatenachsen.

(2) Die Funktion ẽpx, yq :“ ex cos y ` iex sin y ist an jeder Stelle z “ x` iy P C reell
differenzierbar. Die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten überall. Daher ist ẽpzq in C
komplex differenzierbar und es gilt: ẽ1pzq “ uxpzq ` ivxpzq “ epzq.

(3) Falls f “ u` iv in D komplex differenzierbar ist, gilt in ganzem D:

det
ˆ

ux uy
vx vy

˙

“ u2
x ` v2

x “ u2
y ` v2

y “ |f 1pzq|2 ě 0.

Dies folgt aus |f 1pzq|2 “ u2
x ` v2

x, da ux “ vy und uy “ ´vx.
Wir haben zum Beispiel ẽ1pzq “ e2x cos2 y ` e2x sin2 y “ e2x “ e2ℜpzq

7.2. Holomorphe Funktionen.

Definition 7.9. Sei D Ă C offen. Eine Funktion f : D ÝÑ C ist holomorph auf D, wenn f an
jedem Punkt von D komplex-differenzierbar ist. Wir sagen, dass f bei c P D holomorph ist,
wenn es eine offene Umgebung U Ă D von c gibt, so dass f |U von f auf U in U holomorph ist.

Remark 7.10. Nach Definition ist die Menge aller Punkte, an denen eine Funktion
holomorph ist, ist immer offen in C.
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Remark 7.11. Eine Funktion, die an c holomorph ist, ist bei c komplex-differenzierbar. Aber
eine Funktion, die bei c komplex-differenzierbar ist, muss nicht holomorph bei c sein. Ein
Beispiel ist die Funktion fpx, yq :“ x3y2 ` ix2y3 von Example 7.8: sie ist bei den Punkten des
Koordinatenkreuzes komplex differenzierbar, aber nirgends sonst. Also ist sie nicht holomorph
nach Bemerkung 7.10.

Lemma 7.12. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C und g : D ÝÑ C holomorph auf D. Dann sind
für alle a, b P C die Funktionen af ` bg, f ¨ g, f{g, f ˝ g in D holomorph (da wo definiert) und
es gilt:

paf ` bgq1 “ af 1 ` bg1, pf ¨ gq1 “ f 1g ` fg1, pf{gq1 “
f 1g ´ fg1

g12 , pf ˝ gq1 “ pf 1 ˝ gqg1

Proof. Wie in Analysis I. □

7.3. Eigenschaften von holomorphen Funktionen.

Proposition 7.13. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine Abbildung. Dann sind folgende
äquivalent:

(1) f ist lokal konstant auf D
(2) f ist holomorph auf D und f 1pzq “ 0 für alle z P D.

Proof. (1)ñ(2) ist klar. (2)ñ(1): wir schreiben f “ u` iv mit u, v : C ÝÑ R. Da f holomorph,
gilt nach Lemma 7.7 f 1 “ ux ` ivx und ux “ vy, vx “ ´uy. Voraussetzung (2) impliziert, dass

uxpzq “ uypzq “ vxpzq “ vypzq “ 0 für alle z P D.

Aus Analysis I&II folgt, dass sowohl u als auch v lokal konstant auf D sind und darum ist f
lokal konstant. □

Lemma 7.14. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine holomorphe Abbildung. Es gilt
(1) Wenn fpDq Ă R oder fpDq Ă iR, dann ist f lokal konstant auf D.
(2) Wenn |fpzq| “ |fpwq| für alle w, z P D, dann ist f lokal konstant auf D.

Proof. Wir schreiben f “ u` iv mit u, v : C ÝÑ R.
(1) Wir haben u “ 0 oder v “ 0. In beiden Fällen impliziert Lemma 7.7, dass ux “ vy “ 0 “ vx.
Es folgt, dass f 1 “ ux ` ivx “ 0 auf D. Nach Proposition 7.13 ist f somit lokal konstant in D.
(2) Wir haben |f | “ u2 ` v2 “ c auf D. Wir leiten nach y ab und bekommen mit Lemma 7.7

pu2 ` v2qy “ 2puuy ` vvyq “ 0
uy“´vx

ùñ uvx “ vvy
ux“vy
ùñ

uux`vvx“0
0 “ u ¨ puux ` vvxq “ u2ux ` v ¨ puvxq “ u2ux ` v ¨ pvvyq “ pu2 ` v2qux “ cux

Ähnlich gilt cvx “ 0. Wenn c “ 0, ist f “ 0 auf D. Falls c ‰ 0, haben wir f 1 “ ux ` ivx “ 0 auf
D und nach Proposition 7.13 ist f lokal konstant auf D. □

7.4. Ableitung nach z, z̄, x, y.

Proposition 7.15. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine Abbildung und sei f reell
differenzierbar. Dann gilt

fpzq “ fpcq `Dfcpz ´ cq ` pz ´ cqf̂pzq

für ein stetiges f̂ : D ÝÑ C. Wir schreiben f “ u` iv mit u, v P D ÝÑ C und

Dfc “

ˆ

uxpcq uypcq
vxpcq uypcq

˙

Wir schreiben s :“ Bf
Bx pcq “ ux ` ivx und fypcq :“ Bf

By pcq “ uy ` ivy und

Dfcphq “ fzpcqh` fz̄pcqh̄ @h P C.
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Dann gilt
Bf

Bz
pcq :“ fzpcq “

1
2pfxpcq ´ ifypcqq,

Bf

Bz̄
pcq :“ fz̄pcq “

1
2pfxpcq ` ifypcqq.

Proof. Wenn f bei c reell differenzierbar impliziert, haben wir

lim
hÝÑ0

|fpc` hq ´ fpcq ´Dfcphq|

|h|

Die Gleichung stimmt ohne | ¨ | und es folgt mit z “ c` h, dass

fpzq “ fpcq `Dfcpz ´ cq ` pz ´ cqf̂pzq

für ein stetiges f̂ : D ÝÑ C.

Wir schreiben h “ h1 ` ih2 “

ˆ

h1
h2

˙

und bekommen

Dfcp1q “ uxpcq ` ivxpcq “ fxpcq

Dfcpiq “ uypcq ` ivypcq “ fypcq

Dfcphq “ Dfcp1qh1 `Dfcpiqh2 @h P C

Wir schreiben nun Dfcphq “ λh` µh̄. Es folgt
Dfcp1qh1 `Dfcpiqh2 “ Dfcphq “ λh` µh̄ “ pλh1 ` iλh2q ` pµh1 ´ iµh2q

“ pλ` µqh1 ` ipλ´ µqh2

Diese Gleichung gilt für alle h P C, also folgt

λ “
1
2pDfcp1q ´ iDfcpiqq, µ “

1
2pDfcp1q ` iDfcpiqq

□

Lemma 7.16. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine reell-differenzierbare Funktion. Dann ist
fz “ f̄z̄.

Proof. Nach Proposition 7.15 haben wir

fz “
1
2pfx ´ ifyq “

1
2pux ` ivx ´ ipuy ` ivyqq “

1
2pux ` vy ` ipvx ´ uyqq

f̄z̄ “
1
2pf̄x ` if̄yq “

1
2pux ´ ivy ` ipuy ´ ivyqq “

1
2pux ` vy ` ipuy ´ vyqq

Also ist fz “ f̄z̄. □

Lemma 7.17. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine Abbildung und c “ a` ib. Es sind
äquivalent:

(1) f ist an der Stelle c reell differenzierbar.
(2) Es existieren in c stetige Funktionen f̂1, f̂2 : D ÝÑ C, sodass

fpzq “ fpcq ` pz ´ cqf̂1pzq ` pz ´ cqf̂2pzq für alle z P D.

(3) Es existieren stetige Funktionen f1, f2 : D ÝÑ C in c, sodass
fpzq “ fpcq ` px´ aqf1pzq ` py ´ bqf2pzq für alle z P D.

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, gilt:
fzpcq “ f̂1pcq, fz̄pcq “ f̂2pcq, fxpcq “ f1pcq, fypcq “ f2pcq.

Proof. (1) ñ (2) Nach Lemma 7.17 gilt

fpzq “ fpcq `Dfcpz ´ cq ` f̂pzqpz ´ cq “ fpcq ` pλpz ´ cq ` µpz̄ ´ c̄qq ` f̂pzqpz ´ cq

für ein stetiges f̂ : D ÝÑ C und λ, µ wie in Lemma 7.17. Die Behauptung folgt mit
f̂1pzq :“ λ` f̂pzq, f̂2pzq :“ µ, da Dfc und f̂ beide stetig.
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(2) ñ (3) Setze f1 :“ f̂1 ` f̂2, f2 :“ ipf̂1 ´ f̂2q und schreibe z ´ c “ x´ a` ipy ´ bq. Da f̂1, f̂2
stetig, sind auch f1, f2 stetig.
(3) ñ (1) Die Abbildung T phq :“ f1pcqℜphq ` f2pcqℑphq ist R-linear. Wir definieren
f̂ : D ÝÑ C durch f̂pcq :“ 0 und

f̂pzq :“ px´ aqpf1pzq ´ f1pcqq ` py ´ bqpf2pzq ´ f2pcqq

z ´ c
, z ‰ c.

Da |x´ a| ď |px´ aq ` ipy ´ bq| “ |z ´ c| und |y ´ b| ď |z ´ c| gilt, folgt

|f̂pzq| ď |f1pzq ´ f1pcq| ` |f2pzq ´ f2pcq|, z P Dztcu.

Also ist f̂ stetig in c. Wir haben auch
T pz ´ cq ` f̂pzqpz ´ cq ` fpcq

“ pf1pcqpx´ aq ` f2pcqpy ´ bqq ` ppf1pzq ´ f1pcqqpx´ aq ` pf2pzq ´ f2pcqpy ´ bqqq ` fpcq

“px´ aqf1pzq ` f2pzqpy ´ bq ` fpcq
p3q
“ fpzq

Der Rest der Behauptung folgt aus den Definition von f̂1, f̂2, f1, f2 und Lemma 7.17. □

Theorem 7.18. Sei D Ă C offen. Eine reell differenzierbare Funktion f : D ÝÑ C ist genau
dann holomorph auf D, wenn fz̄pcq “ 0 für jedes c P D. In diesem Fall ist fz “ f 1 auf D.

Proof. Dies ist (i) ðñ (iii) aus Lemma 7.17. □

8. Winkeltreue Abbildungen

8.1. Winkeltreue Abbildungen.

Definition 8.1. Sei D Ă C offen. Eine Funktion f : D ÝÑ C heisst antiholomorph auf D,
wenn f : D ÝÑ C holomorph auf D ist.

Lemma 8.2. Sei D Ă C offen. Eine Abbildung f : D ÝÑ C ist genau dann antiholomorph,
wenn fzpcq “ 0 für alle c P D.

Proof. f antiholomorph ðñ f̄ holomoph ðñ fz
Lem.7.16

“ f̄z̄ “ 0 ðñ fz “ 0. □

Definition 8.3. (1) Eine R-lineare Abbildung L : Rn ÝÑ Rn ist winkeltreu, wenn es
λ P R˚ und eine orthogonale A P OpRnq gibt, so dass L “ λA.

(2) Sei D Ă C offen. Eine reell differenzierbare Abbildung f : D ÝÑ C als winkeltreu
(winkel-erhaltend) bei dem Punkt c P D bezeichnet, wenn das Differential
Dfc : C ÝÑ C eine winkeltreue R-lineare Abbildung ist. f wird einfach als winkeltreu
in D bezeichnet, wenn es dies an jedem Punkt von D ist.

Lemma 8.4. Sei D Ă C offen. Wenn f : D ÝÑ C auf D holomorph (bzw antiholomorph) ist
und wenn f 1pcq ‰ 0 (bzw. f̄ 1pcq ‰ 0) für jedes c P D, dann ist f winkeltreu in D.

Proof. Nach Bemerkung 7.5 sind f, f̄ reell differenzierbar und nach Proposition 7.15 haben wir
Dfcphq “ fzpcqh` fz̄pcqh̄

Wenn f holomorph ist, haben wir Dfcphq “ fzpcqphq. Wenn f̄ holomorph ist, haben wir
Dfcphq “ fz̄pcqph̄q “ f̄zpcqh. Wir können h ÞÑ fzpcqh (bzw. h ÞÑ f̄zpcqh) als C-lineare
anschauen und als solche sind sie winkeltreu (weil fzpcq ‰ 0, bzw. f̄zpcq ‰ 0). □

Theorem 8.5. Sei G eine zusammenhängende offene Menge in C (=ein Gebiet) und
f : G ÝÑ C eine stetig reell-differenzierbare Abbildung. Folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) Entweder ist f auf ganz G holomorph und f 1 hat keine Nullstellen auf G, oder f ist
auf ganz G antiholomorph und f 1 hat keine Nullstellen auf G.

(2) f ist winkel-erhaltend in G.
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Proof. (1)ùñ p2q ist Lemma 8.4.
(2)ùñ p1q: Nach Proposition 7.15 haben wir

Dfc : C ÝÑ C, h ÞÑ fzpcqh` fz̄pcqh, c P G,

Dann ist Dfc winkel-erhaltend, genau dann, wenn entweder fzpcq “ 0 und fz̄pcq ‰ 0, oder
fz̄pcq “ 0 und fzpcq ‰ 0. Die Funktion

F : G ÝÑ C, c ÞÑ
fzpcq ´ fz̄pcq

fzpcq ` fz̄pcq

ist daher wohldefiniert und nimmt nur die Werte 1 und ´1 an. Da fz, fz̄ nach Voraussetzung
stetig sind, ist F stetig. Darum ist F pGq zusammenhängend, also ist F konstant. Also ist
fz̄pcq “ 0 und fzpcq ‰ 0 für alle c P G oder umgekehrt. □

Remark 8.6. Holomorphe (bzw. antiholomorphe) Abbildungen sind bei keiner Nullstelle ihrer
Ableitungen fz (bzw. fz̄) winkeltreu. Zum Beispiel werden unter der Abbildung z ÞÑ zn mit
n ą 1 werden Winkel am Ursprung um den Faktor n vergrößert.

Definition 8.7. Sei D Ă C offen. Eine reell differenzierbare Funktion f “ u` iv : D ÝÑ C
heißt orientierungserhaltend an einer Stelle c P D, wenn

det
ˆ

uxpcq uypcq
vxpcq vypcq

˙

ą 0.

Example 8.8. (1) Nach Beispiel 7.8: eine holomorphe Funktion f : D ÝÑ C ist
orientierungstreu an jeder Stelle c P D, wo f 1pcq ‰ 0.

(2) Wenn f : D ÝÑ C antiholomorph, dann ist detDfc ă 0 für alle c P D. In der Tat
haben wir mit f “ u` iv, u, v : R2 ÝÑ R, und Example 7.8

0 ă detDf̄c “ det
ˆ

uxpcq uypcq
´vxpcq ´vypcq

˙

“ ´ det
ˆ

uxpcq uypcq
vxpcq vypcq

˙

“ ´ detDfc

Proposition 8.9. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine reell differenzierbare Funktion. Die
folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) f ist holomorph und f 1 hat keine Nullstellen in D.
(2) f ist winkeltreu und orientierungstreu in D.

Proof. Die Behauptung folgt aus Theorem 8.5 und Example 8.8. □

In English sieht man häufig conformal für winkeltreu. Je nach Autor bedeutet conformal auch
winkeltreu und orientierungstreu.

8.2. Geometrische interpretation auf Tangentialvektoren. Wir erinnern uns an den
Tangentialraum TcR2 als Menge von Äquivalenzklassen von Wegen durch c: wir betrachten
Wege γ : ra, bs ÝÑ D, t ÞÑ γptq “ xptq ` iyptq, mit γpξq “ c für ein ξ P pa, bq.
Wir sagen, dass γ bei ξ differenzierbar ist, wenn die Ableitungen x1pξq und y1pξq existieren. In
diesem Fall definieren wir

γ1pξq :“ x1pξq ` iy1pξq.

Falls γ1pξq ‰ 0, hat die Kurve γ eine Tangente in c, nämlich
R ÝÑ C, t ÞÑ c` γ1pξq ¨ t, t P R.

und wir nennen γ1pξq die Tangentialrichtung von γ bei c.
Sind γ1, γ2 zwei differenzierbare Wege durch c mit Tangentenrichtungen γ1

1pξq und γ1
2pξq in c,

so misst
=pγ1

1pcq, γ1
2pcqq
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den Winkel zwischen diesen beiden Richtungen (dh zwischen den beiden gerade t ÞÑ c` γ1
1pξqt

und t ÞÑ c` γ1
2pξq).

Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine reel-differenzierbare Abbildung. Die Abbildung
f ˝ γ : ra, bs ÝÑ C, t ÞÑ fpγptqq “ upxptq, yptqq ` ivpxptq, yptqq

heißt die Bildkurve von γ unter f . Sie ist bei ξ differenzierbar und es gilt (mit Kettenregel)
pf ˝ γq1pξq “ uxpcqx1pξq ` uypcqy1pξq ` i

`

vxpcqx1pξq ` vypcqy1pξq
˘

“ Dfcpγ
1pξqq.

Falls pf ˝ γq1pξq ‰ 0, besitzt die Bildkurve eine Tangente in fpcq. Diese Bildtangente ist dann
gegeben durch die Abbildung

R ÝÑ C, t ÞÑ fpcq `Dfcpγ
1pξqqt.

Wir haben folgendes gezeigt:

Lemma 8.10. Das Differential Dfc bildet Tangentenrichtungen differenzierbarer Wege auf die
Tangentenrichtungen der entsprechenden Bildkurven ab.

Die winkeltreue Eigenschaft von f an der Stelle c bedeutet daher: Wenn zwei Wege γ1, γ2 sich
im Punkt c im Winkel φ schneiden, dann schneiden sich die Bildkurven f ˝ γ1 und f ˝ γ2 im
Bildpunkt fpcq im Winkel ˘φ.
Entweder wird der Winkel φ zusammen mit seiner Orientierung, oder Drehrichtung, erhalten
(wie in den rechten Abbildungen oben) oder die Orientierung von φ wird umgekehrt, was unter
z ÞÑ z geschieht. Diese Umkehrung der Orientierung tritt bei allen antiholomorphen
Abbildungen auf, während im Gegensatz dazu die Erhaltung der Orientierung bei allen
holomorphen Abbildungen auftritt (siehe Example 8.8).

Example 8.11. Die Abbildung f : C ÝÑ C, z ÞÑ z2 ist holomorph und f 1pcq “ 2c ‰ 0 für
jedes c P C˚. Also ist f winkeltreu.
Wir haben

u :“ ℜpfq “ x2 ´ y2, v :“ ℑpfq “ 2xy
Die Geraden px “ aq und py “ bq werden von f auf die Parabeln pv2 “ 4a2pa2 ´ uqq und
pv2 “ 4b2pb2 ` uqq abgebildet. Sie haben ihren Brennpunkt im Ursprung haben. Die Parabeln
der ersten Familie öffnen sich nach links, die der zweiten Familie nach rechts, und Parabeln aus
den beiden Familien schneiden sich rechtwinklig (Übung).
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9. Potenzreihen und Wegintegrale

9.1. Allgemeines.

Definition 9.1. Sei c P C. Wir nennen eine Funktionenreihe der Form
8
ÿ

n“0
anpz ´ cqn

mit an P C eine (formale) Potenzreihe mit Zentrum c und Koeffizienten an.

Zur Vereinfachung unserer Aussagen nehmen wir häufig an c “ 0, sofern dies ohne
Beschränkung der Allgemeinheit möglich ist.

Erinnerung: Eine Reihe
ř

ně0 an, an P C @n ě 0, heisst konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen psm :“

řm
n“0 anqm konvergiert.

Definition 9.2. Sei X ein metrischer Raum und | ¨ | die durch die Metrik induzierte Norm auf
X. Sei A Ă X und fn : X ÝÑ C Funktionen für n ě 0.

(1) Wir definieren CpXq :“ tf : X ÝÑ C | f stetigu.
(2) Die Folge pfnqn heisst gleichmäßig konvergent auf A gegen f : A ÝÑ C, wenn für jedes

ε ą 0 ein n0 P N existiert, so dass
|fnpxq ´ fpxq| ă ε @ n ě n0, @ x P A.

(3) Die Reihe
ř

ně0 fn konvergiert gleichmässig auf A, wenn die Folge der Partialsummen
Sm “

řm
n“0 fn gleichmäßig auf A konvergiert. Wir schreiben

ř

ně0 fn für den
(eindeutigen) Grenzwert.

(4) Für eine Funktion f : X ÝÑ C definieren wir }f}A :“ supt|fpxq| | x P Au.
(5) Die Reihe

ř

ně0 fn heisst normal konvergent in X, wenn jeder Punkt von X eine
Umgebung U besitzt, für die

ř

}fn}U ă 8 gilt.

Das Wort normal bezieht sich hier auf das Vorhandensein von (Semi-)Normen.

Remark 9.3. Sei X ein metrischer Raum, A Ă X und f, g P V :“ tf : X ÝÑ C | }f}A ă 8u

und c P C. Es gilt (Übung):
(1) V ist ein C-Vektorraum.
(2) }f}A “ 0 ô f |A “ 0
(3) }cf}A “ }c}}f}A

(4) }f ` g}A ď }f}A ` }g}A

Im Speziellen ist } ¨ }A : V ÝÑ R, f ÞÑ }f}A eine Seminorm auf V .

Wir schreiben Bspcq “ tx P X | dpx, cq ă su für die offene Kugel um c mit Radius s ą 0.

Lemma 9.4. Sei X ein metrischer Raum, A Ă X und fn : X ÝÑ C und f : A ÝÑ C
Funktionen.

(1) Die Folge pfnqně0 konvergiert gleichmässig auf A gegen f ðñ limnÝÑ8 }fn ´ f}A “ 0.
(2) Jede Unterreihe einer normal konvergierenden Reihe konvergiert auch normal.
(3) Wenn fn P CpXq @n ě 0 und f “

ř

ně0 fn konvergiert normal in X, dann ist f P CpXq.
(4) Wenn

ř

ně0 fn in X normal konvergiert, dann gilt
ř

ně0 }fn}K ă 8 für jede komakte
Menge K Ă X.

(5) Wenn X lokal kompakt ist und
ř

ně0 }fn}K ă 8 für jede kompakte Menge K Ă X,
dann ist

ř

ně0 fn normal konvergent in X.
(6) Wenn c P X und fn : Bspcq Ñ C, n ě 0, eine Folge ist, so dass

ř

}fn}Brpcq ă 8

@ r P p0, sq, dann konvergiert
ř

ně0 fn normal auf Bspcq.

Proof. Übung. □
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Lemma 9.5 (Abelsches Konvergenzlemma). Sei
ř

ně0 anz
n eine Potenzreihe. Wenn es

s,M P Rą0 gibt, sodass |an|sn ď M für alle n ě 0, dann konvergiert
ř

ně0 anz
n normal auf

Bsp0q.

Proof. Sei r P p0, sq und setze q :“ r
s ă 1. Dann gilt

|anz
n|Brp0q “ |an|rn “ |an|sn

´r

s

¯n
“ |an|snqn ď Mqn @ n ě 0.

Da
ř

ně0 q
n ă 8, folgt

ÿ

ně0
|anz

n|Brp0q ď M
ÿ

ně0
qn ă 8.

Da dies für jedes r P p0, sq gilt, folgt normale Konvergenz in Bsp0q nach Lemma 9.4(6). □

Corollary 9.6. Wenn die Reihe
ř

ně0 anz
n bei z0 ‰ 0 konvergiert, dann konvergiert sie

normal auf B|z0|p0q.

Proof. Da die Reihe
ř

ně0 anz
n bei z0 ‰ 0 konvergiert, ist die Folge p|an||z0|nqn eine Nullfolge

und ist daher beschränkt. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 9.5. □

Theorem 9.7. Sei
ř

ně0 anz
n eine Potenzreihe und sei

R “ suptt P Rě0 | p|an|tnqn ist beschränkte Folgeu Dann gilt:
(1)

ř

ně0 anz
n konvergiert normal auf BRp0q.

(2)
ř

ně0 anz
n divergiert an jedem Punkt w P CzBRp0q.

Wir nennen R den Konvergenzradius der Reihe
ř

ně0 anz
n.

Proof. Es gilt 0 ď R ď 8. Wenn R “ 0, ist nichts zu beweisen. Angenommen, R ą 0. Dann ist
|an|sn für jedes s P p0, Rq beschränkt. Nach Lemma 9.5 ist

ř

ně0 anz
n normal konvergent auf

Bsp0q für jedes s P p0, Rq. Da BR “
Ť

0ăsăRBsp0q, konvergiert
ř

ně0 anz
n normal auf BRp0q.

Für jedes w mit |w| ą R ist die Folge p|an||w|nqn unbeschränkt, also divertiert die Reihe
ř

ně0 anw
n. □

Lemma 9.8. Wenn die Reihe
ř

ně0 anpz ´ cqn den Konvergenzradius R hat, dann haben die
durch gliedweise Ableitung bzw. Integration entstehenden Reihen

ÿ

ně0
nanpz ´ cqn´1 bzw

ÿ

ně0

an
n` 1pz ´ cqn`1

ebenfalls Konvergenzradius R.

Proof. Es reicht, die Behauptung für c “ 0 zu zeigen.
(1) Der Konvergenzradius R1 der abgeleiteten Reihe ist

R1 “ sup
␣

t ą 0 | die Folge pn|an|tn´1qn ist beschränkt
(

.

Wenn die Folge pn|an|tn´1qn beschränkt ist, dann ist die Folge p|an|tnqn beschränkt, also ist
R1 ď R. Wir zeigen nun R ď R1. Sei 0 ă r ă R. Wähle s mit r ă s ă R. Dann ist die Folge
|an|sn beschränkt. Setze q :“ r

s ă 1. Dann gilt:

n|an|rn´1 “

ˆ

|an|sn

r

˙

¨ nqn.

Für δ :“ 1{q ´ 1 ą 0 und n ě 2 ergibt die binomische Formel:
ˆ

1
q

˙n

“ p1 ` δqn ě

ˆ

n

2

˙

δ2 “
npn´ 1qδ2

2 ùñ 0 ă nqn ď
2

pn´ 1qδ2

also ist pnqnqn ist eine Nullfolge. Da p|an|snqn beschränkt ist, folgt, dass auch pn|an|rn´1qn eine
Nullfolge ist. Somit ist r ď R1. Es folgt R ď R1 und daher R “ R1.
(2) Sei R˚ der Konvergenzradius der integrierten Reihe. Nach Fall (1) ist R˚ auch der
Konvergenzradius der Reihe

ř

ně0 anpz ´ cqn. Es folgt R˚ “ R. □
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Theorem 9.9. Sei
ř

ně0 anpz ´ cqn eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist die
Grenzfunktion f innerhalb der Kreisscheibe BRpcq beliebig oft komplex differenzierbar, also
insbesondere holomorph. Ausserdem gilt für alle z P BRpcq und k P N:

f pkqpzq “
ÿ

něk

n!
pn´ kq!anpz ´ cqn´k.

Im Speziellen gilt ak “
f pkqpcq
k! für alle k ě 0.

Proof. Wir beweisen nur den Fall k “ 1, die anderen Fälle folgen durch Induktion. Lemma 9.8
impliziert, dass

gpzq :“
ÿ

ně1
nanpz ´ cqn´1

eine wohldefinierte komplexwertige Funktion auf BRpcq ist. Unsere Behauptung ist, dass
f 1 “ g. Wir dürfen ohne Einschränkung c “ 0 annehmen. Sei b P BRpcq fest und zeigen jetzt
f 1pbq “ gpbq. Wir definieren

qnpzq :“ zn´1 ` zn´2b` ¨ ¨ ¨ ` zbn´2 ` bn´1, z P C, n “ 1, 2, . . .
Dann gilt:

zn ´ bn “ pz ´ bqqnpzq @z P C und qnpbq “ nbn´1

und
fpzq ´ fpbq “

ÿ

ně1
anpzn ´ bnq “ pz ´ bq

ÿ

ně1
anqnpzq

looooomooooon

hpzq

, z P BRp0q

ùñ fpzq “ fpbq ` pz ´ bqhpzq, z P BRp0q und hpbq “
ÿ

ně1
nanb

n´1 “ gpbq

Um zu zeigen, dass f 1pbq “ hpbq, bleibt zu zeigen, dass h in b stetig ist. Nach Lemma 9.4(3)
reicht es zu zeigen, dass

ř

ně1 anqnpzq normal auf BRpcq konvergiert. Dazu: Für jedes
|b| ă r ă R haben wir

|anqnpzq|Brp0q ď |an|nrn´1 ùñ
ÿ

ně1
|anqnpzq|Brp0q ď

ÿ

ně1
|an|nrn´1 Lem 9.8

ă 8

Nach Lemma 9.4(6) folgt, dass
ř

ně0 fn normal konvergent ist auf Bspcq für alle s P p0, rq. Da
dies für jedes r P p0, Rq gilt, impliziert Lemma 9.4(5), dass

ř

ně0 auf Brp0q normal konvergiert.
Nach Lemma 9.4(3) ist also h stetig bei b, also haben wir hpbq “ gpbq “ f 1pbq. Da diese für alle
b P BRp0q gilt, folgt unsere Behauptung.
Zuletzt rechnen wir f pkqpcq “ k!ak für alle k ě 0. □

9.2. Allgemeines zu Wegintegalen. Für einen stetigen Weg γ : ra, bs ÝÑ C, schreiben wir
auch γ fürs Bild von γ.
Definition 9.10. Ist γ : ra, bs eine stetig differenzierbare Kurve in C, dann gilt für jede
Funktion f P Cpγq, dass fpγptqq ¨ γ1ptq P Cpra, bsq. Daher existiert die komplexe Zahl

ż

γ
f dz :“

ż

γ
fpzq dz :“

ż b

a
fpγptqqγ1ptq dt.

Wir nennen
ş

γ fdz das Wegintegral der Funktion f P Cpγq entlang der stetig differenzierbaren
Kurve γ.
Sei γ “ γ1 ` γ2 ` ¨ ¨ ¨ ` γm ein stückweise stetig differenziebaren Weg, wo γi stetig
differenzierbar ist. Dann definieren wir

ż

γ
f dz :“

m
ÿ

i“1

ż

γi

f dz, f P Cpγq

Im Spezialfall, dass γ : ra, bs ÝÑ ra, bs, t ÞÑ t ist, gilt
ş

γ f dz “
şb
a fptq dt.
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Theorem 9.11. Für jedes n P Z, r P Rą0 und c P C gilt:
ż

BBrpcq

pζ ´ cqn

2πi dζ “

#

0, für n ‰ ´1,
1, für n “ ´1.

Proof. Übung. Tipp: parametrisiere BBrpcq mit γptq “ c` reit. □

Proposition 9.12. Seien γ : ra, bs ÝÑ C und δ : rc, ds ÝÑ C Wege und φ : rc, ds ÝÑ ra, bs eine
stetig differenzierbare Bijektion, so dass φ1ptq ą 0 für alle t P rc, ds, so dass δ “ γ ˝φ. Dann gilt

ż

γ
fdz “

ż

δ
fdz @ f P Cpγq Y Cpδq

Proof. Wir bemerken, dass δpcq “ γpaq und δpdq “ γpbq. Es gilt δptq “ γ1pφptqqφ1ptq für
t P rc, ds, und daher:

ż

δ
f dz

Def
“

ż b

a
fpδptqqδ1ptq dt “

ż b

a
fpγpφptqqqγ1pφptqqφ1ptq dt “

ż φpbq

φpaq

fpγptqqγ1ptq dt

φpcq“a
“

φpdq“b

ż

γ
fdz

□

9.3. Potenzreihen und holomorphe Funktionen.

Definition 9.13. Sei D Ă C offen. Eine Funktion f : D ÝÑ C heisst in eine Potenzreihe um
c P D entwickelbar, wenn es ein r ą 0 gibt mit Brpcq Ă D und eine Potenzreihe
ř

ně0 anpz ´ cqn, welche auf Brpcq gegen f |Brpcq konvergiert.

Remark 9.14. Nach Satz 9.9, ist eine Funktion f : D ÝÑ C um c auf Brpcq Ă D in eine
Potenzreihe

ř

ně0 anpz ´ cqn entwickelbar, so ist f beliebig oft komplex differenzierbar und es
gilt an “

f pnqpcq
n! für alle n P N. Es folgt: Eine Potenzreihenentwicklung einer Funktion f um c

ist unabhängig von r eindeutig durch die Ableitungen von f an der Stelle c bestimmt und hat
stets die Form:

fpzq “
ÿ

ně0

f pnqpcq

n! pz ´ cqn.

Diese Reihe heisst Taylorreihe von f um c und konvergiert gleichmässig auf jeder kompakten
Teilmenge von Brpcq (Übung).

Lemma 9.15 (Entwicklungslemma). Sei D Ă C offen, γ : J ÝÑ C ein stückweise stetig
differenzierbarer Weg mit γ Ă D und f : D Ñ C eine Funktion. Wir definieren

(7) F pzq :“ 1
2πi

ż

γ

fpζq

ζ ´ z
dζ, z P Czγ,

Dann gilt
(1) F ist holomorph in Czγ.
(2) Für jedes c P Czγ konvergiert die Potenzreihe

ÿ

ně0
anpz ´ cqn mit an :“ 1

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ cqn`1 dζ, n ě 0

in jeder offenen Kreisscheibe um c, welche γ nicht berührt, und konvergiert dort gegen
F .

(3) Die Funktion F ist in Czγ beliebig oft komplex differenzierbar und es gilt:

F pnqpcq “ n!an “
n!

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ cqn`1 dζ @ n P N.
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Proof. (2): Sei r ą 0, so dass Brpcq X γ “ H. Die Reihe
1

p1 ´ wqk`1 “
ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

wn´k,

konvergiert auf der offenen Einheitsscheibe D. Durch w :“ z´c
ζ´c bekommt sie die Form

1
pζ ´ zqk`1

Übung
“

ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

1
pζ ´ cqn´1 pz ´ cqn´k

Diese Reihe konvergiert für alle z P Brpcq, ζ P γ, k P N. Wir setzen

gnpζq :“ fpζq

pζ ´ cqn`1

für ζ P γ. Dann gilt für z P Brpcq und ζ P γ:

(8) k!
2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqk`1dζ “
k!

2πi

ż

γ

ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

gnpζqpz ´ cqn´kdζ.

Da |ζ ´ c| ě r für alle ζ P γ (da Brpcq X γ “ ∅), folgt aus der Definition von gn, dass

|gnpζq| ď
|fpζq|

rn`1 ď
}f}γ

rn`1 , }f}γ “ supt|fpζq | ζ P γu

Setzen wir q :“ |z´c|
r , so folgt:

max
ζPγ

ˇ

ˇ

ˇ
gnpζqpz ´ cqn´k

ˇ

ˇ

ˇ
ď

}f}γ

rn`1 |z ´ c|n´k “
}f}γ

rk´1 q
n´k.

Da 0 ď q ă 1 für jedes z P Brpcq, bekommen wir in (8)

(9)
ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

ˇ

ˇ

ˇ
gnpζqpz ´ cqn´k

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

qn´k “
1

p1 ´ qqk`1

Also konvergiert die in (8) im Integral stehende Reihe normal auf γ für jedes feste z P Brpcq.
Also können wir

ş

und
ř

vertauschen und es folgt (8)
1

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqk`1 dζ “
ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

pz ´ cqn´k

ˆ

1
2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ cqn`1 dζ

˙

loooooooooooooomoooooooooooooon

an

“
ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

anpz ´ cqn´k,

Für k “ 0 folgt, dass F auf Brpcq durch die Potenzreihe
ř

anpz´ cqn darstellbar ist. Das ist (2).
(3): Aufgrund von Satz 4.3.2 ist F somit in Brpcq komplex differenzierbar und erfüllt:

F pkqpzq “
ÿ

něk

anpz ´ cqn´k “
k!

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqn´k
dζ, z P Brpcq, k P N.

(1): Da Brpcq eine beliebige offene Kreisscheibe in Czγ ist, ist F holomorph auf Czγ. □

Theorem 9.16 (Primitive). Sei D Ă C offen, f : D ÝÑ C eine stetige Abbildung und
F : D ÝÑ C eine weitere Abbildung. Die folgenden sind äquivalent:

(1) F holomorph auf D und F 1 “ f
(2) Für jede w, z P D und jeden Weg γ : r0, 1s ÝÑ D mit γp0q “ w und γp1q “ z haben wir

ş

γ fdζ “ F pzq ´ F pwq.

Proof. (1)ñ(2): Übungsblatt 10.
(2)ñ(1): Wir zeigen, dass für jeden Punkt c P D die Ableitung F 1pcq existiert und F 1pcq “ fpcq.
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Sei B Ă D eine offene Kreisscheibe um c, so dass B Ă D. Nach Voraussetzung aus (2) gilt:

F pzq “ F pcq `

ż

rc,zs

f dζ, @z P B,

wobei rc, zs das lineare Segment von c nach z bezeichnet. Wir definieren

F1pzq :“ 1
z ´ c

ż

rc,zs

f dζ, z P Bztcu und F1peq :“ fpeq.

Dann gilt F pzq “ F pcq `
ş

rc,zs
f dζ “ F pcq ` pz ´ cqF1pzq für alle z P B. Wir zeigen nun, dass

F1 stetig bei c ist (dann folgt F 1pcq “ F1pcq “ fpcq, was wir zeigen wollen). Da
ş

c,z dζ “
şt
0 dt “ z ´ c (mit t ÞÑ p1 ´ tqc` tz), gilt

F1pzq ´ F1pcq “
1

z ´ c

ż

rc,zs

pfpζq ´ fpcqq dζ, @z P Bztcu.

Da das Segment rc, zs die Länge |z ´ c| hat, kriegen wir

|F1pzq ´ F1pcq| ď
1

|z ´ e|
¨ |fpζq ´ fpcq|re,zs ¨ |z ´ c| “ |fpζq ´ fpcq|B @z P B.

Da f stetig ist, folgt, dass F1 bei c stetig ist. □

Remark 9.17. Falls also F, F̂ primitives von f auf D sind, ist F ´ F̂ lokal konstant auf D.

Theorem 9.18 (Integrability Criterion). Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine stetige
Abbildung. Die folgenden sind äquivalent:

(1) Es gibt eine komplex differenzierbare Abbildung F : D ÝÑ C, so dass F 1 “ f
(2)

ş

γ fdζ “ 0 für jeden geschlossenen Weg γ in D.

Falls eine dieser Bedingungen gilt und D zusammenhängend ist, dann gilt: sei z1 P D. Für
jedes z P D, sei γz ein Weg von z1 nach z. Dann gilt F pzq “

ş

γz
fdζ für alle z P D.

Proof. Übungsblatt 10 □

Lemma 9.19. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C eine holomorphe Abbildung. Sei ∆ Ă D ein
Dreieck. Dann gilt

ş

BD fdζ “ 0.

Proof. Zuerst erinnern wir uns an Folgendes: Die Dreiecksungleichung ergibt
maxw,zP∆ |w ´ z| ď LängepB∆q und wir haben LängepB∆1q “ 1

2LängepB∆q für jedes Dreieck ∆1

welches man durch verbinden der Mittelpunkte der Seiten von ∆ erhält

Wir definieren ap∆q :“
ş

B∆ f dζ. Indem wir die Mittelpunkte der Seiten von ∆ durch gerade
Liniensegmente verbinden, unterteilen wir ∆ in vier kongruente Unterdreiecke ∆l, 1 ď l ď 4.
Die Segmente, welche die Mittelpunkte der Seiten von ∆ verbinden, werden jeweils zweimal in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen (wie in Bild oben). Also heben sich die entsprechenden
Integrale gegenseitig auf, während die Vereinigung der verbleibenden Seiten der ∆l gerade B∆
ergibt. Wir haben also

ap∆q “

4
ÿ

i“1

ż

B∆l

fdζ “

4
ÿ

i“1
ap∆lq.
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Unter den vier Integralen ap∆lq wählen wir eines mit dem grössten Absolutbetrag aus und
bezeichnen das zugehörige Dreieck als ∆1. Dann gilt

ap∆q ď 4|ap∆1q|

Wenden wir denselben Prozess auf ∆1 an, dann erhalten wir ein Dreieck ∆2 mit
|ap∆q| ď 4|ap∆1q| ď 42|ap∆2q|. Die Fortsetzung dieses Verfahrens erzeugt eine absteigende
Folge ∆1 Ě ∆2 Ě ¨ ¨ ¨ Ě ∆n Ě ¨ ¨ ¨ von (kompakten) Dreiecken mit
(10) |ap∆q| ď 4n|ap∆nq|, n ě 1.
Wir haben ausserdem nach obigen Erinnerungen

(11) LängepB∆nq “
1
2nLängepB∆q, n ě 1.

Wir haben Xiě1∆i “ tcu Ă ∆ (nach dem Intervallverschachtelungsprinzip, Übung). Da f
holomorphi auf D ist, gibt es eine holomorphie Abbildung g : D ÝÑ C, so dass gpcq “ 0 und

fpζq “ fpcq ` f 1pcqpζ ´ cq ` pζ ´ cqgpζq, ζ P D

(siehe Lemma 7.15 und Satz 7.18). Es folgt

ap∆nq “

ż

B∆n

fpζqdζ “

ż

B∆n

fpcqdζ
loooooomoooooon

Satz 9.16
“ 0

`

ż

B∆n

f 1pcqpζ ´ cqdζ
looooooooooomooooooooooon

Satz 9.16
“ 0

`

ż

B∆n

pζ ´ cqgpζqdζ, n ě 1

Aus der Standardabschätzung für Integrale und der ersten Bemerkung folgt
|ap∆nq| ď p max

ζPB∆n
|ζ ´ c||gpζq|qLängepB∆nq ď LängepB∆nq2 }g}B∆n , n ě 1

Aus (10) und (11) folgt

|ap∆q| ď 4n|ap∆nq| ď 4nLängepB∆nq2 }g}B∆n “ 4np
1
2nLängepB∆qq2q}g}B∆n “ LängepB∆q2 }g}B∆n , n ě 1.

Da gpcq “ 0 ist und g an c stetig ist, gibt es zu jedem ε ą 0 ein δ ą 0, so dass |gpζq| ď ε für alle
ζ P Bδpcq. Dh }g}Bδpcq ď ε. Es gibt n0 P Zą0, so dass ∆n Ă Bδpcq für alle n ě n0. Es folgt
}g}∆n ď ε für alle n ě n0 und daher

|ap∆q| ď LängepB∆q2 }g}B∆n ď LängepB∆q2ε

Da dies für alle ε ą 0 gilt, folgt ap∆q “ 0. □

Remark 9.20. Man kann Lemma 9.19 noch verschärfen:

Sei D Ă C offen, c P D und f : D ÝÑ C stetig auf D und holomorph auf Dztcu. Dann gilt
ş

B∆ fdζ “ 0 für jedes Dreieck ∆ Ă D mit Ecke bei c.
Der Beweis ist wortwörtlich der von Lemma 9.19, nur, dass wir die Dreiecke anders benutzen:
sei ∆ Ă D ein Dreieck mit Ecke c. Auf den beiden Seiten von ∆ mit Endpunkt c wählen wir
zwei Punkte und betrachten folgende Unterdreiecke ∆1,∆2,∆3

Wie oben haben wir
ş

B∆ fdζ “
ř3
i“1

ş

B∆i
fdζ

Lem 9.19
“

ş

B∆1
fdζ und daher

|
ş

B∆ fdζ| ď }f}∆LängepB∆1q. Da ∆1 beliebig klein gewählt werden kann, folgt
ş

B∆ fdζ “ 0.
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Theorem 9.21 (Cauchys Integralsatz). Sei D Ă C offen, zusammenhängend und konvex,
c P D und f : D ÝÑ C stetig auf D und holomorph auf Dztcu. Dann existiert eine komplex
differenzierbare Abbildung f : D ÝÑ C, so dass F 1 “ f .

Proof. Da f auf Dztcu holomorph ist, haben wir
ş

B∆ fdζ “ 0 für jedes Dreieck ∆ Ă D nach
Bemerkung 9.20. Die Aussage folgt nun von Satz 9.18, der Tatsache, dass wir D mit Dreiecken
füllen können (weil D konvex), dass Primitive sich nur durch Konstanten unterscheiden und
Proposition 7.13 (weil D zusammenhängend). □

Theorem 9.22 (Cauchy Integral formula). Sei D Ă C offen, c P D, r ą 0, so dass Brpcq Ă D
und f : D ÝÑ C holomorph auf D. Dann gilt für alle z P B

fpzq “
1

2πi

ż

BBrpcq

fpζq

ζ ´ z
dζ.

Proof. Sei z P B. Betrachte die Funktion

gpζq :“
#

fpζq´fpzq

ζ´z , ζ P Dztzu,

f 1pzq, ζ “ z.

Da f holomorph auf D, ist g in Dztzu holomorph und stetig in D. Nach Bemerkung 9.20 und
weil Brpcq konvex ist, ist g|Brpcq integrierbar. Nach Satz 9.18 gilt

ż

BBspcq
gpζq dζ “ 0.

Es folgt

0 “

ż

BBrpcq
gpζq dζ

Def g
“

ż

BBrpcq

fpζq

ζ ´ z
dζ´fpzq

ż

BBrpcq

1
ζ ´ z

dζ
Blatt10

“

ż

BBrpcq

fpζq

ζ ´ z
dζ´ 2πifpzq.

□

Corollary 9.23 (Mean value theorem). Sei D Ă C offen, f : D ÝÑ C holomorph, c P D und
r ą 0, so dass Brpcq Ă D. Dann gilt fpcq “ 1

2πi
ş2π
0 fpc` eitqdt und |fpcq| ď }f}BBrpcq.

Proof. Wir parametrisieren BBrpcq durch r0, 2πs Q t ÞÑ c` reit. Mit der Kettenregel für
Integrale folgt fpcq “ 1

2πi
ş2π
0 fpc` eitqdt. Wir zeigen den zweiten Teil: Nach Satz 9.22 haben

wir
ş

BBrpcq
fpζq

ζ´z dζ “ 2πifpzq. Es folgt

|fpzq| ď r}
1

pζ ´ zq
}BBrpcq}f}BBrpcq, z P Brpcq

and set az :“ r}1{pζ ´ zq}BB für z P Brpcq. Da jede Potenz fk, k P Zą0, holomorph auf D ist,
gilt auch |fpzq|k ď akz}f}k

BBrpcq für alle z P Brpcq und daher auch |fpzq| ď k
?
az}f}BBrpcq für alle

z P Brpcq. Da limkÝÑ8
k
?
az “ 1, folgt |fpcq| ď }f}BBrpcq. □

9.4. Von holomorphen Funktionen zu Reihen. Eine Funktion f : D Ñ C heißt in eine
Potenzreihe entwickelbar um c P D, wenn es r ą 0 gibt, so dass Brpcq Ă D, und eine
Potenzreihe

ř

anpz ´ cqn, die auf Brpcq gegen f |Brpcq konvergiert.

Remark 9.24. (1) Aus Lemma 9.8 folgt: Wenn f um c in B Ă D in eine Potenzreihe
ř

anpz ´ cqn entwickelbar ist, dann ist f unendlich oft komplex differenzierbar und
an “

f pnqpcq
n! für alle n P Zď0.

(2) Eine Potenzreihenentwicklung einer Funktion f um c ist (unabhängig vom Radius r
der Kreisscheibe Brpcq) eindeutig durch die Ableitungen von f an der Stelle c
bestimmt und hat stets die Form fpzq “

ř8
n“0

f pnqpcq
n! pz ´ cqn, siehe Satz 9.9. Diese

Reihe heisst Taylorreihe von f um c.

Lemma 9.25. Sei γ ein stückweise stetiger Weg in C und f : Impγq ÝÑ C eine stetige
Abbildung. Dann folgt



45

(1) Die Abbildung

F : CzImpγq ÝÑ C, z ÞÑ
1

2πi

ż

γ

fpζq

ζ ´ z
dζ

ist holomorph;
(2) für jedes c P CzImpγq konvergiert die Potenzreihe

ř

ně0 anpz ´ cqn mit

an “
1

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqn`1dζ

nach F auf jeder offenen Scheibe, welche Impγq nicht schneidet.
(3) F unendlich oft auf CzImpγq complex differenzierbar und

F pkqpzq “
k!

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqk`1dζ, @ z P CzImpγq, @ k P Zě0.

Proof. Sei r ą 0, und c P C, so dass Brpcq X Impγq “ ∅. Die Reihe
´

1
p1´wqk`1

¯

k
“ p

ř

něk

`

n
k

˘

wn´kqk konvergiert überall auf B1p0q (Übung). Durch Substitution

w “
pz´cq
pζ´cq bekommen wir (Übung)

1
pζ ´ zqk`1 “

ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

pz ´ cqn´k

pζ ´ cqn`1 .

Diese Reihe konvergiert für alle z P Brpcq, ζ P Impγq und k P Zě0 konvergiert.
Setze gnpζq :“ fpζq

pζ´cqn`1 für ζ P Impγq. Es folgt für z P Brpcq, dass

(12) k!
2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqk`1dζ “
k!

2πi

ż

γ

˜

ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

gnpζqpz ´ cqn´k

¸

dζ

Da |ζ ´ c| ě r für alle ζ P Impγq, folgt aus Definition von gn, dass

}gn}Impγq ď
}f}Impγq

rn`1 .

Mit q :“ |z´c|
r folgt

max
ζPImpγq

|gnpζqpz ´ cqn´k| ď |

ˆ

z ´ c

r

˙n´k 1
rk`1 |}f}Impγq “

qn´k

rk`1 }f}Impγq.

Wir haben 0 ď q ă 1 für jedes z P Brpcq und
ř

něk

`

n
k

˘

qn´k “ 1
p1´qqk`1 konvergiert. Nach

Lemma 9.4(6) konvergiert die Reihe (12) normal in ζ P Impγq für jedes feste z P Brpcq. Mit
Lemma 9.8 (Vertauschung

ř

und Ableitung/Integral) folgt
1

2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ zqk`1dζ “
ÿ

něk

ˆ

n

k

˙

anpz ´ cqn´k, wobei an :“ 1
2πi

ż

γ

fpζq

pζ ´ cqn`1dζ.

Damit haben wir (1)–(3) auf Brpcq gezeigt. Da Brpcq eine beliebige offene Scheibe in CzImpγq

ist, folgt (1)–(3) auf ganz CzImpγq. □

Theorem 9.26 (Cauchy-Taylor theorem). Sei D Ă C offen. Jede holomorphe Funktion
f : D ÝÑ C ist um jeden Punkt c P D in eine Taylorreihe

ř

anpz ´ cqn entwickelbar, die
kompakt in Bdistpc,BDqpcq gegen f konvergiert, und

an “
f pnqpcq

n! “
1

2πi

ż

BBdpcq

fpζq

pζ ´ cqn`1 dζ,

auf Brpcq für alle 0 ă r ă distpc, BDq. Ausserdem ist f unendlich oft komplex differenzierbar
auf D und

f pkqpzq “
k!

2πi

ż

BBrpcq

fpζq

pζ ´ zqk`1 dζ, z P B, @k P Zě0, 0 ă r ă distpc, BDq
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Proof. Da f holomorph auf D ist, gilt nach Lemma 9.22

fpzq “
1

2πi

ż

BBrpcq

fpζq

ζ ´ z
dζ, z P Brpcq

für alle 0 ă r ă distpc, BDq. Nach Lemma 9.25 (mit F :“ f und γ :“ BBrpcq) besitzt f eine
Taylorentwicklung um c, die in Brpcq konvergiert und deren Koeffizienten wie in der
Behauptung sind. Da jede Wahl von 0 ă r ă distpc, BDq dieselbe Reihe erzeugt, konvergiert
diese Entwicklung gegen f in ganz Bdistpc,BDqpcq. Die zweite Aussage folgt aus Lemma 9.25. □

Corollary 9.27. Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C holomorph. Dann ist f unendlich oft
komplex differenzierbar.

Proof. Nach Theorem 9.26 ist f bei jedem Punkt von D in eine Taylorreihe entwickelbar. Nach
Lemma 9.8, ist f bei jedem Punkt unendlich oft komplex differenzierbar. □

Corollary 9.28 (Riemannscher Fortsetzungssatz). Sei D Ă C offen, A Ă D diskret und
abgeschlossen und f : DzA ÝÑ C holomorph. Dann sind folgenden Aussagen äquivalent:

(1) f ist holomorph auf A fortsetzbar;
(2) f ist stetig auf A fortsetzbar;
(3) f ist in einer Umgebung jedes Punktes von A beschränkt;
(4) limzÝÑcpz ´ cqfpzq “ 0 @ c P A.

Proof. Da A diskret ist, reicht es, die Behauptung zu beweisen, wenn A “ t0u. Die
Implikationen (1) ñ (2) ñ (3) ñ (4) sind trivial.
(4) ñ (1): sei

gpzq :“ zfpzq, z P Dzt0u, gp0q :“ 0, hpzq :“ zgpzq.

Nach Voraussetzung von (4) ist g stetig in 0. Die Gleichung hpzq “ hp0q ` zgpzq, dass h
komplex differenzierbar bei 0 ist und h1p0q “ gp0q “ 0. Da f auf Dzt0u holomorph ist, folgt,
dass h auf Dzt0u holomorph ist. Also ist h holomorph auf D. NachTheorem 9.26 hat h eine
Taylorentwicklung

ř

ně0 anz
n bei 0. Da hp0q “ 0 “ h1p0q, folgt a0 “ a1 “ 0 (dh

hpzq “ z2pa2 ` a3z ` . . . q). Da hpzq “ z2fpzq für z ‰ 0 nach Definition von h, folgt, dass
F pzq :“ a2 ` a3z ` . . . . die gesuchte holomorphe Fortsetzung von f auf D ist. □

Lemma 9.29 (Identity theorem). Sei D Ă C offen und zusammenhängend und f, g : D ÝÑ C
holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) f “ g.
(2) Die Menge tw P D | fpwq “ gpwqu hat einen Häufungspunkt in D.
(3) D c P D, so dass f pnqpcq “ gpnqpcq für alle n P Zě0.

Proof. (1) ñ (2) ist trivial.
(2) ñ (3): Sei h :“ f ´ g. Dann hat M :“ tw P D | hpwq “ 0u einen Häufungspunkt c P D.
Angenommen, es gibt ein m P Zě0 mit hpmqpcq ‰ 0, und sei m die kleinste solche Zahl. Mit
Satz 9.22 folgt, dass

hpzq “ pz ´ cqmhmpcq, hmpzq :“
ÿ

něm

hpnqpcq

n! pz ´ cqn´m auf Brpcq

für alle r ą 0, so dass Brpcq Ă D. Ausserdem ist hmpcq “ hpmqpcq ‰ 0. Da hm stetig auf Brpcq
ist, hat hm keine Nullstellen auf einer Umgebung U Ă Brpcq von c. Also ist M X pUztcuq “ ∅
und somit ist c kein Häufungspunkt von M . Ein Widerspruch! Also ist hpmqpcq “ 0 @m P Zě0.
(3) ñ (1): sei wieder h :“ f ´ g. Jede Menge Sk :“ tw P D | hpkqpwq “ 0u ist (relativ)
abgeschlossen in D, hpkq stetig ist. Also ist S :“

Ş8
k“0 Sk (relativ) abgeschlossen in D. Aber S

ist auch offen in D: wenn z1 P S, dann ist nach Satz 9.22 die Taylorreihe von h um z1 die
Nullreihe auf jeder Brpz1q mit Brpz1q Ă D. Da dann hpkq|Brpz1q “ 0 für jedes k P Zě0, also ist
Brpz1q Ď S.
Da D zusammenhängend ist und S ‰ ∅, folgt S “ D. Also ist f “ g. □
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Theorem 9.30 (Zusammenfassung). Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C stetig. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(1) f is holomorph auf D;
(2) für alle Dreiecke ∆ Ă D gilt

ş

B∆ fpζqdζ “ 0;
(3) es gibt eine offene Überdeckung D “ YUi und komplex differenzierbare Funktionen

Fi : Ui ÝÑ C, so dass F 1
i “ f |Ui;

(4) für jede offene Scheibe B mit B Ă D gilt fpzq “ 1
2πi

ş

BB
fpζq

ζ´c dζ @ z P B;
(5) f bei jedem c P D in eine Tayloreserie entwickelbar.

Proof. Wir haben
(1) Lem 9.19

ùñ (2) Satz 9.18
ùñ (3) Satz 9.18

ùñ (1)
und

(1) Satz 9.22
ùñ (4) Lem 9.25

ùñ (5) Lem 9.8
ùñ (5)

□

10. Weitere Eigenschaften von holomorphen Abbildungen

Lemma 10.1. Sei D Ă C offen und r ą 0, so dass Brpcq Ă D und sei f : D ÝÑ C holomorph
in einer Umgebung von Brpcq.

(1) Für jedes k P Zě0, d P p0, rq und z P Br´dpcq haben wir |f pkqpzq| ď k! r
dk`1 }f}BBrpcq.

(2) Sei gpzq “
ř

ně0 anpz ´ cqn eine Reihe mit Konvergenzradius R ą r und setze
Mprq :“ max|z´c|ąr |gpzq|. Dann gilt |an| ď

Mprq

rn for all n ě 0.

Proof. (1) Sei dz :“ minζPBBrpcq |ζ ´ z|. Satz 9.22 für f pkq impliziert

f pkqpzq “
k!

2πi

ż

BBrpcq

fpζq

pζ ´ zqk`1dζ, z P Brpcq.

Dann gilt (standard estimate for integrals from Analysis)

|f pkqpzq| ď
k!
2π }

fpζq

pζ ´ zqk`1 }BBrpcqlengthpBBrpcqq ď
k!
2π

}f}BBrpcq

dk`1
z

2πr “ k! r

dk`1
z

}f}BBrpcq

Sei d P p0, rq. Dann ist d ă dz und die Behauptung folgt.
(2) Nach Satz 9.9, haben wir an “

gpkqpcq
n! für alle n ě 0. Dann ist c P BR´rpcq and daher

|an| ď |
gpkqpcq

n! |
(1)
ď

r

rn`1 }g}BBRpcq ď
1
rn
Mprq, n ě 0.

□

Theorem 10.2 (Liouville). Jede beschränkte holomorphe Abbildung f : C ÝÑ C ist konstant.

Proof. Die Taylor-Entwicklung fpzq “
ř

anz
n von f bei 0 konvergiert in ganz C nach

Satz 9.26. Nach Lemma 10.1(2) gilt für alle r ą 0
rn|an| ď max

|z|“r
|fpzq| @n P Zą0

Nach Voraussetzung gibt es M P Rą0, so dass |fpzq| ď M für alle z P C. Es folgt:
rn|an| ď M @r ą 0, @n P Zą0.

Wir haben rn ÞÑ 8 für n ÞÑ 8, also folgt an “ 0 für n ą 0. Es folgt fpzq “ a0. □

Corollary 10.3. Jede holomorphe Abbildung f : C ÝÑ B1p0q ist konstant. Insbesondere gibt es
keine biholomorphen Abbildungen von C nach D oder von C nach H (see Blatt 9).

Proof. Übungen □
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Lemma 10.4 (Growth Lemma / Wachstumslemma). Sei ppzq “
řn
k“0 akz

k P Crzs ein
Polynom vom Grad n ě 0. Dann gibt es R ą 0, so dass für alle z P C mit |z| ě R gilt:

1
2 |an||z|n ď |ppzq| ď

3
2 |an||z|n,

Insbesondere:
lim

|z|ÝÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk

ppzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0 für 0 ď k ă n.

Proof. Wir können annehmen, dass n ě 1 (sont ist die Aussage trivial). Setze
rpzq :“

řn´1
k“0 |ak||z|k. Dann gilt

|an||z|n ´ |rpzq| ď |ppzq| ď |an||z|n ´ `|rpzq| @z P C

Wenn |z| ě 1 und k ă n, dann ist |z|k ď |z|n´1 und somit

rpzq ď |z|n´1, wobei M :“
k´1
ÿ

v“0
|ak|.

Wir nehmen R :“ max
!

1, 2M
|an|

)

. □

Corollary 10.5. Jedes Polynom p P Crts hat eine Nullstelle in C.
Proof. Übungen □

Lemma 10.6 (Existenzsatz für Nullstellen). Sei D Ă C offen und V Ă D eine offene
Kreisscheibe um c. Sei f : D ÝÑ C eine holomorph mit minzPBV |fpzq| ą |fpcq|. Dann hat f
eine Nullstelle in V .
Proof. Angenommen, f hat keine Nullstelle in V . Dann ist f auch nullstellenfrei in einer
offenen Umgebung U von V , die in D enthalten ist. Dann ist g : U ÝÑ C, z ÞÑ 1

fpzq

holomorph. Es folgt

|fpcq|´1 “ |gpcq|
Satz 9.23

ď max
zPBV

|gpzq| “ max
zPBV

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
fpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

minzPBV |fpzq|
,

also |fpcq| ě minzPBV |fpzq| im Widerspruch zur Voraussetzung. □

Theorem 10.7 (Open Mapping theorem). Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C holomorph.
Wenn f nirgends lokal konstant auf D ist, dann ist f offen.
Proof. Sei U eine offene Teilmenge von D und c P U . Es reicht zu zeigen, dass fpUq eine
Kreisscheibe um fpcq enthält. Da f in einer Umgebung von c nicht konstant ist (nach
Voraussetzung), existiert nach Lemma 9.29 eine Kreisscheibe V Ă U mit Mittelpunkt c , so
dass fpcq R fpBV q: In der Tat, wenn fpcq P fpBV q für alle Kreisschreiben V mit Mittelpunkt c,
dann ist c Häufungspunkt von tw P C | f ´ fpcq “ 0u. Nach Lemma 9.29 (Identitäts Satz) ist
dies äquivalent zu f ´ fpcq “ 0 auf D, ein Widerspruch zur Annahme, dass f nicht lokal
konstant ist.
Es folgt, dass 2δ :“ minzPBV |fpzq ´ fpcq| ą 0. Wir möchten zeigen, dass
Bδpfpcqq Ă fpV q Ă fpUq.
Sei b P Bδpfpcqq. Dann gilt

|fpzq ´ b|
Dreiecksungl.

ě |fpzq ´ fpcq| ´ |b´ fpcq| “ 2δ ´ |b´ fpcq| ą δ @ z P BV.

Also folgt
min
zPBV

|fpzq ´ b| ě δ
bPBδpfpcqq

ą |fpcq ´ b|.

Mit Lemma 10.6 (angewendet auf f ´ b), dass es z̃ P V gibt, so dass fpz̃q ´ b “ 0.
Wir haben also gezeigt, dass Bδpfpcqq Ă fpV q Ă fpUq. □

Corollary 10.8. Sei D Ă C offen und zusammenhängend und f : D ÝÑ C holomorph. Sei
U Ă D offen und nehme an, dass maxzPU |fpzq| existiert. Dann ist f konstant auf D.
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Proof. Übung; Anwendung von Open Mapping Theorem □

Theorem 10.9 (Maximum Principle). Sei D Ă C eine beschränkte, zusammenhänende offene
Menge und f : D ÝÑ C holomorph, die auf D “ D Y BD stetig ist. Dann wird das Maximum
von |f | auf D am Rand BD angenommen, dh

|fpzq| ď max
ζPBD

|fpζq| @ z P D.

Proof. Die Behauptung ist trivial, wenn f konstant auf D ist. Sei f nicht konstant auf D. Da
D zusammenhängend ist, ist f nicht lokal konstant. Nach Satz 10.7 (Open Mapping Theorem)
ist fpUq Ă C offen für jede offene Menge U Ă D. Da D beschränkt ist, ist U beschränkt und
darum U kompakt. Also ist fpUq kompakt.
Wenn U Ĺ D, dann hat also f ein lokales Maximum auf U . Lemma 10.8 impliziert, dass f
konstant auf U ist, im Widerspruch zu unserer Annahme (und dem Identitätssatz
Lemma 9.29). Also hat f kein lokales Maximum auf D.
Sei U “ D. Da f stetig auf D ist und D beschränkt, ist also fpDq kompakt und hat darum f
ein lokales Maximum auf D. Da f kein lokales Maximum auf D hat, ist es auf dem Rand
BD. □

Example 10.10. Wenn D nicht beschränkt ist, stimmt Satz 10.9 nicht: sei
D “ tz P C | ´1

2π ă ℑpzq ă 1
2πu Ă C und h : D ÝÑ C, z ÞÑ exppexppzqq.

Es gilt }h}BS “ 1, da

exppex˘i 1
2πq “ exppexe˘i 1

2πq “ expp˘iexq ď 1, @x P R

und exppexq ÝÑ 8 für x P R, x ÞÑ 8.

11. Spass auf der Einheitscheibe

Wir schreiben D :“ B1p0q.

Lemma 11.1 (Lemma von Schwarz). Jede holomorphe Abbildung f : D ÝÑ D mit fp0q “ 0
erfüllt

|fpzq| ď |z| für alle z P D, und |f 1p0q| ď 1.
Falls es c P Dzt0u mit |fpcq| “ |c| gibt oder |f 1p0q| “ 1, dann existiert ein a P S1, sodass
fpzq “ az, z P D.

Proof. Die Bedingung fp0q “ 0 bedeutet (wg. Regel von Hôpital
limz ÞÑ0 gpzq “ limz ÞÑ0

f 1pzq

z1 “ 0 “ limz ÞÑ0 f
1pzq), dass

gpzq :“ fpzq

z
, z P Dzt0u, gp0q :“ f 1p0q

eine holomorphe Funktion g auf D ist. Da |fpzq| ă 1 für jedes z P D, ist max|z|“r |gpzq| ď 1
r für

alle r ă 1. Das Maximumprinzip (Satz 10.9) impliziert

|gpzq| ď
1
r

für z P Brp0q, 0 ă r ă 1.

Mit r ÞÑ 1, bekommt man |gpzq| ď 1, also |fpzq| ď |z| für alle z P D und |f 1p0q| “ |gp0q| ď 1.
Falls |f 1p0q| “ 1 oder |fpcq| “ |c| für ein c P Dzt0u, dann ist |gp0q| “ 1 oder |gpcq| “ 1. Dh, |g|

nimmt ein Maximum auf D an. Nach Korollar 10.8 ist g konstant und von Betrag 1. Also ist
gpzq “ a P S1 und daher fpzq “ az. □

Definition 11.2. Sei D Ă C offen. Ein Automorphismus von D ist eine holomorphe
Abbildung f : D ÝÑ D, so dass f´1 auch holomorph ist. Die Gruppe der Automorphismen
von D schreiben wir AutpDq.
Für c P D, schreiben wir AutcpDq :“ tf P AutpDq | fpcq “ cu (der Stabilisator von c der
kanonischen Operation von AutpDq auf D).
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Proposition 11.3. Es gilt
Aut0pDq “ tz ÞÑ az | a P S1u

Proof. “Ě”Alle Drehungen sind in AutpDq.
“Ď” Sei f P Aut0pDq, so ist auch f´1 P Aut0pDq. Nach Lemma 11.1 gilt

|fpzq| ď |z| und |z| “ |f´1pfpzqq| ď |fpzq| @ z P D.

Es folgt
ˇ

ˇ

ˇ

fpzq

z

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1 für alle z P Dzt0u, also ist fpzq

z “ a P S1. □

Lemma 11.4. Sei D Ă C eine offene Menge. Sei J Ă AutpDq eine Untergruppe, die transitiv
auf D operiert und AutcpDq Ă J für ein c P D. Dann gilt J “ AutpDq.

Proof. Sei h P AutpDq. Da J transitiv auf D operiert, gibt es g P J , so dass gphpcqq “ c. Wir
haben gh P AutcpDq. Da AutcpDq Ă J und g P J , folgt, dass h P J . □

Proposition 11.5. Es gilt

AutpDq “

"

z ÞÑ eiφ
z ´ w

w̄z ´ 1 | w P D, 0 ď φ ă 2π
*

.

Proof. Wir nennen die Menge auf der rechten Seite J ; sie ist eine Untergruppe von AutpDq

(Übungen). Sie operiert transitiv auf D: sei w P D und gpzq “ z´w
w̄z´1 . Dann ist g P J und

gpwq “ 0.
Ausserdem ist Aut0pDq “

␣

z ÞÑ eiφz : 0 ď φ ă 2π
(

Ă J (Übungen). Nach Lemma 11.4 folgt
J “ AutpDq. □

12. Hin zu Riemannschen Flächen

Sei X eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann besitzt X ein Atlas tpU,φU qu,
wobei jede Abbildung φU : U ÝÑ R2 stetig ist und ein Homöomorphismus auf ihr Bild φU pUq.
Zudem sind für sich überschneidende Karten pU,φU q und pV, φV q die Übergangsabbildungen
φU ˝ φ´1

V : φV pU X V q ÝÑ φU pU X V q stetig.

Definition 12.1. Sei X eine 2-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine komplexe
Struktur auf X ist ein Atlas tpU,φU qu von X, sodass die Übergangsabbildungen

φU ˝ φ´1
V : φV pU X V q ÝÑ φU pU X V q

holomorph sind, wenn man φU pUq und φV pV q als Teilmengen von C auffasst.

Nach Zorns Lemma gibt es auf X einen maximalen Atlas, der eine komplexe Struktur auf X
definiert. Wir werden manchmal U mit seinem Bild φU pUq identifizieren und z anstelle von φU
schreiben, wie man es bei einer gewöhnlichen komplexen Variablen tut.

Definition 12.2. Eine Riemannsche Fläche ist eine zusammenhängende 2-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit X mit einer komplexen Struktur.

Example 12.3. C und jede offene Menge in C ist eine orientierbare Riemannsche Fläche.

Theorem 12.4. Jede kompakte orientierbare Riemannsche Fläche ist diffeomorph zu einer
Sphäre, einem Torus oder einer Fläche von Geschlecht g ě 2 (das Geschlecht ist die Anzahl
Löcher).

Proof. Vorübergehende Blackbox - siehe Beweis am Ende der Vorlesung. □
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Example 12.5 (Riemannsche Sphäre). Wir betrachten P1
C « S2 (Übung) als die

Einpunktkompaktifizierung C Y tNu. Wir setzen U1 “ S2ztNu “ C und φ1 : U1 ÝÑ C als die
Identität,

U2 “ S2ztSu, φ2pzq “

#

1{z, z P Czt0u

0, z “ 8

Die Übergangsabbildung φ2 ˝ φ´1
1 : C˚ ÝÑ C˚ ist gegeben durch z ÞÑ 1{z, was holomorph ist.

Somit ist P1
C eine Riemannsche Fläche.

Example 12.6 (Tori / elliptische Kurven). Sei τ P C mit Impτq ą 0. Sei
Λ “ tm` nτ | m,n P Zu. Dies ist eine additive Untergruppe von C. Sei π : C ÝÑ C{Λ “ X die
Quotientenabbildung. Mit der Quotiententopologie ist X ein kompakter Hausdorff-Raum und
π ist ein lokaler Homöomorphismus (Topologieübung).
(Hint: Ist a P C und U “ ta` λ` µτ | λ, µ P R,´1{2 ă λ, µ ă 1{2u, so ist U ein offenes
Quadrat und bildet sich bijektiv auf eine offene Menge in X ab; außerdem ist X das Bild der
kompakten Menge U für beliebiges a P C.)
Als Karten benutzen wir Paare pU,φq, die wie folgt konstruiert sind: Sei V eine offene
Teilmenge von C, so dass π|V ein Homöomorphismus auf eine offene Menge U Ă X ist. Dann
setzen wir φ “ pπ|V q´1 : U ÝÑ V Ă C. Für zwei Karten pU1, φ1q und pU2, φ2q gilt:

πpφ2 ˝ φ´1
1 pzqq “ πpzq für z P φ1pU1 X U2q,

ñ pφ2 ˝ φ´1
1 qpzq ´ z P Λ für alle z P φ1pU1 X U2q.

Da Λ diskret ist und φ2 ˝ φ´1
1 ´ Id stetig ist, folgt, dass φ2 ˝ φ´1

1 auf
Zusammenhangskomponenten von U1 X U2 konstant ist. Insbesondere ist sie holomorph.

Example 12.7 (Geschlechtě 2). Sei ∆ “ tz P C | |z| ă 1u die offene Kreisscheibe. Sei Γ eine
nichttriviale diskrete Gruppe biholomorpher Abbildungen von ∆, die keine Fixpunkte besitzt.
Dann trägt X “ ∆{Γ die Struktur einer zusammenhängenden Mannigfaltigkeit (eventuell mit
Rand) (Topologieübung). (Zum Beispiel: Ist Γ erzeugt durch px, yq ÞÑ pax, a´1yq für ein a P R˚

oder durch px, yq ÞÑ px` y, xq und wir betrachten stattdessen die obere Halbebene H anstelle
von ∆, dann ist X jeweils ein offenes Annulus bzw. eine punktierte Kreisscheibe.) Falls X
keinen Rand besitzt, so trägt es die Struktur einer Riemannschen Fläche. Tatsächlich ist die
Quotientenabbildung π : ∆ ÝÑ X ein lokaler Homöomorphismus, da Γ diskret ist
(Topologieübung).
Als Karten verwenden wir Paare pU,φq, die wie folgt konstruiert werden: Sei V eine offene
Teilmenge von ∆, so dass π|V ein Homöomorphismus auf eine offene Menge U Ă X ist und
γV X V “ ∅ für alle γ P Γzt1u. Für jedes z P ∆ existiert eine solche Umgebung V , da Γ diskret
ist.
Setze φ “ pπ|V q´1 : U ÝÑ V Ă ∆. Für zwei Karten pU1, φ1q und pU2, φ2q gilt dann:

πpφ2 ˝ φ´1
1 pzqq “ πpzq für alle z P φ1pU1 X U2q,

ñ pφ2 ˝ φ´1
1 qpzq “ γzz für ein γz P Γ.

Da φ2 ˝ φ´1
1 stetig ist und γφ1pU1 X U2q X φ1pU1 X U2q “ ∅ für alle γ P Γzt1u, folgt, dass

φ2 ˝ φ´1
1 in einer Umgebung von z0 konstant gleich einem festen γ ist. Insbesondere ist

φ2 ˝ φ´1
1 holomorph.
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Definition 12.8. (1) Sei D Ă C offen und f : D ÝÑ C holomorph. Nach Lemma 9.25,
können wir fpzq “

ř

něm anpz ´ pqn für ein m ě 0 schreiben. Wenn am ‰ 0, sagen wir,
so ist ordppfq :“ m die Ordnung von f in p.

(2) Sei X eine Riemannsche und Ω Ă X offen. Eine Abbildung f : Ω ÝÑ C heißt
holomorph, wenn für jede Karte pU,φq von X die Funktion f ˝ φ´1 : φpΩ X Uq ÝÑ C
holomorph ist.

(3) Seien X,Y Riemannsche Flächen und f : X ÝÑ Y eine Abbildung. Wir nennen f
holomorph, wenn für jede Karte pV, ψq von Y die Funktion
ψ ˝ f : f´1pV q ÝÑ ψpV q Ă C holomorph ist.

f´1pV q
ψ˝f

//

ψ

��

ψpV q

V

ψ

::

Wir definieren eine Polstelle p von f wie oben und schreiben
ordppfq :“ ordppψ ˝ f ˝ φ´1q.

Remark 12.9. Sei D Ă C offen und p P D und f : D ÝÑ C eine holomorphe Abbildung.
(1) ordpf wohldefiniert nach Satz 9.9.
(2) Definition 12.8(1) ist unabhängig von der Wahl der Karten ist, da ein Kartenwechsel

biholomorph ist und somit die Ordnung von ψ ˝ f ˝ φ´1 an p nicht verändert.

Proposition 12.10. Sei f : X ÝÑ Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
kompakten Riemannschen Flächen und sei Y zusammenhängend. Dann ist f surjectiv.

Proof. Mit etwas Kartenspielen zeigt man, dass fpXq is offen nach Theorem 10.7. Es ist
kompakt and darum abgeschlossen in Y . Da Y zusammenhängend ist und fpXq ‰ ∅, folgt
fpXq “ Y . □

Proposition 12.11. Sei f : X ÝÑ Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flächen. Dann existieren für jeden Punkt p P X eine Karte pU,φq von X um p
und eine Karte pV, ψq von Y um fppq, so dass

pψ ˝ f ˝ φ´1qpzq “ zm

wobei m “ ordppfq ě 1 ist.

Also: nicht-konstante holomorphe Abbildungen zwischen Riemannschen Flächen sehen lokal
aus wie zm. Wir haben nicht vorausgesetzt, dass die Riemannschen Flächen kompakt sind,
daher gilt die Aussage auch für X “ Y “ C, allerdings mit sorgfältig gewählten Karten und
Koordinaten.
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Proof. Wähle eine Karte pV, ψq von Y und setze q :“ fppq so, dass ψppq “ 0. Wähle eine Karte
pW, θq von X um p mit W Ă f´1pV q und θppq “ 0. Dann ist ψ ˝ f ˝ θ´1 holomorph und
ψ ˝ f ˝ θ´1p0q “ ψpfppqq “ 0. Daher können wir schreiben:

T pwq :“ pψ ˝ f ˝ θ´1qpwq “
ÿ

jěm

cjw
j “ wm

ÿ

jěm

cjw
j´m “ wmSpwq.

Wir haben Sp0q ‰ 0, da cm ‰ 0 nach Voraussetzung. Daher können wir eine m-te Wurzel von
Sp0q wählen, und es existiert eine holomorphe Funktion R in einer Umgebung U von 0, so dass

Rpwqm “ Spwq.

Setze ηpwq :“ wRpwq. Dann gilt:
T pwq “ wmSpwq “ pwRpwqqm “ ηpwqm.

Wir zeigen, dass ηpwq eine lokale Koordinate ist. Es gilt:

η1pwq “ wR1pwq `Rpwq, also η1p0q “ Rp0q “
m
a

Sp0q ‰ 0.
Nach dem Inversen Funktionensatz (Satz 5.23) ist η in einer Umgebung von 0 invertierbar und
η´1 holomorph (siehe Blatt 12). Dann ist φ “ η ˝ θ eine Karte auf einer geeigneten Umgebung
von p in W ; es gilt ηpθppqq “ ηp0q “ 0. Es folgt:

pψ ˝ f ˝ φ´1qpzq “ pψ ˝ f ˝ θ´1 ˝ η´1qpzq “ T pη´1pzqq “ ηpη´1pzqqm “ zm.

□

Corollary 12.12. Sei f : X ÝÑ Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flächen. Es gilt: ordpf “ 1 genau dann, wenn es eine Umgebung U von p gibt,
so dass f |U : U ÝÑ fpUq biholomorph ist.

Proof. Nach Proposition 12.11 ist ordpf “ mppq genau dann, wenn es Karten pU,φq von X

und pV, ψq von Y mit p P U und fppq P V gibt, so dass ψ ˝ f ˝ φ´1pzq “ zmppq für alle z P φpUq.
Dies und die Tatsache, dass f offen ist (Proposition 10.7), impliziert die Aussage. □

Definition 12.13. Eine stetige Abbildung f : S ÝÑ T zwischen topologischen Räumen heisst
endliche Überlagerung, wenn sie surjektiv ist und es d ě 1 gibt, so dass es für jedes t P T eine
Umgebung t P Ut, so dass f´1pUtq homömomorph zu d disjunkten Kopien von Ut sind.

Proposition 12.14. Sei f : X ÝÑ Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
zusammenhängenden kompakten Riemannschen Flächen. Sei

R “ tp P X | ordppfq ą 1u Ă X and B “ fpRq.

Dann ist f |Xz´1pBq : Xzf´1pBq ÝÑ Y zB eine endliche (holomorphe) Überlagerung.
Ausserdem ist die Zahl d :“

ř

pPf´1pqq ordppfq von q P Y unabhängig und ist genau die Anzahl
Blätter in der Überlagerung f |Xzf´1pBq.

Proof. Da Y zusammenhängend ist and X and Y kompakt, impliziert Lemma 12.10 dass f is
surjectiv ist. Da X kompakt ist, ist R endlich.
‚ Wir zeigen, dass f´1pqq endlich ist für alle q P Y zB. Nehmen wir an, dass f´1pqq unendlich
ist. Da f´1pqq in X abgeschlossen ist und da X kompakt ist, hat f´1pqq einen Häufungspunkt
p P X. Wir wählen eine Karte pUp, φq von X um p und eine Karte pVq, ψq von Y um q “ fppq

so, dass U Ă f´1pV q, und betrachten die Abbildung
F : φpUq ÝÑ C, z ÞÑ pψ ˝ f ˝ φ´1qpzq ´ ψpqq.

Sie ist holomorph (da f, φ, ψ holomorph um jeden punkt in f´1pqq) und hat unendlich viele
Nullstellen (da f´1pqq unendlich). Lemma 9.29 impliziert, dass F konstant auf U ist. Dann ist
auch f konstant, wieder nach Lemma 9.29, ein Widerspruch. Wir haben gezeigt, dass f´1pqq

endlich ist für jedes q P Y zB.
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‚ Wir zeigen, dass f |Xz´1pBq eine endliche Überlagerung ist. Für jeden Punkt p P Xzf´1pBq

gibt es eine Karte pUp, φpq von X um p und eine Karte pVfppq, ψfppqq von Y um fppq, so dass

pψfppq ˝ f ˝ φ´1
p qpzq “ zmppq

wobei mppq “ ordppfq, see Proposition 12.11. We definieren

dq :“
ÿ

pPf´1pqq

ordppfq, q P B.

Wir zeigen jetzt, dass dq unabhängig von q ist. Für jedes q P B gibt es eine Umgebung
Wq Ă Vq von q, so dass fpUpq Ą Wq (da f offen nach Satz 10.7) für alle p P f´1pqq und so dass
Y “ YqPYWq. Wir haben X “ YpPf´1pBqUp. Beide X und Y sind kompakt, also gibt es endliche
Teilüberdeckungen X “ Yn

j“1Upij und Y “ Ym
i“1Wqi , so dass jedes pj in einem f´1pqiq enhalten

ist. Wir haben also gesehen, dass pψfppjq ˝ f ˝ φ´1
pj

qpzq “ zmppjq for pj P f´1pqiq. Also: für alle
t P Wqiztq1, . . . , qmu haben wir ordspfq “ 1 für alle s P f´1ptq (da t ‰ q1, . . . , qm) und darum

ÿ

sPf´1ptq

ordspfq “ |f´1ptq| “
ÿ

pjPf´1pqiq

mppjq

Dies zeigt, dass dt unabhängig von t P Wqi ist (es könnte à priori von qi abhängen). Das Obige
hält auch für t P Wqi XWqj . Darum ist dt unabhängig von q P B. Dies zeigt, dass fXz´1pBq eine
endliche Überlagerung von Grad d ist. □

Erinnerung: das Geschlecht gpXq einer kompakten orientierbaren Riemannschen Fläche X ist
die Anzahl Löcher (wie in Satz 12.4). Nach [?, §8, Theorem 3, p.60] hat jede Mannigfaltigkeit
M eine Trianguliereung. Daher können wir die sogenannte Euler-Charakteristik χpMq von M
berechnen:

χpMq “ |Flächen| ´ |Kanten| ` |Ecken|

und χpMq hängt nicht von der Triangulierung ab.

Theorem 12.15. Für eine kompakte orientierbare zusammenhängende Riemannsche Fläche
X gilt χpXq “ 2 ´ 2gpXq.

Proof. Später. □

Theorem 12.16 (Riemann-Hurwitz). Sei f : X ÝÑ Y ein nicht-konstante holomorphe
Abbildung zwischen zusammenhängenden kompakten orientierbaren Riemannschen Flächen.
Dann gilt:

2gpXq ´ 2 “ dp2gpY q ´ 2q `
ÿ

pPX

pordppfq ´ 1q.

wo d “
ř

pPf´1pqq ordppfq.

Proof. Sei R “ tp P X | ordppfq ą 1u und B “ fpRq Ă Y . Die Abbildung
f : Xzf´1pBq ÝÑ Y zB ist eine endliche Überlagerung mit d Blätter nach Proposition 12.14 ,
wobei

d “
ÿ

pPf´1pqq

ordppfq ě 1,

welches unabhängig von q P Y ist. Wir wählen eine Triangulation von Y (siehe [?, §8, Theorem
3, p.60]); wir verfeinern die Triangulierung, so dass alle Punkte von B unter den Ecken sind
und auf X oberhalb jedes Dreieckes d Kopien des Dreieckes sind.
Wenn eine Dreieck T keine Ecken in B hat, dann ist f´1pT q eine Vereinigung von d disjunkten
Dreiecken. Wenn T eine Ecke q P B hat, dann ist f´1pT q eine Vereinigung von d Dreiecken,
welche wie folgt zusammengeklebt sind: für jedes p P f´1pqq gibt es mppq Dreiecke, welche
oberhalb von p zusammengeklebt sind. Da |f´1pqq| “

ř

pPf´1pqq mppq, zieht dies
d´ |p P f´1pqq| “

ř

pPf´1pqqpordppfq ´ 1q von the Euler characteristic χpXq ab.
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Wir machen diese für jedes q P B und erhalten

2 ´ 2gpXq “ χpXq “ dχpY q ´
ÿ

pPX

pordppfq ´ 1q “ dp2 ´ 2gpY qq ´
ÿ

pPX

pordppfq ´ 1q.

Multiplizieren mit ´1 ergibt die gewünschte Formel. □

Example 12.17.

Wir beweisen jetzt Satz 12.4 und Satz 12.15.

Lemma 12.18. Sei U Ă Rn eine Umgebung von 0 und sei f : U ÝÑ R eine glatte Funktion
mit fp0q “ 0. Dann gilt

fpx1, . . . , xnq “

n
ÿ

i“1
xigipx1, . . . , xnq

für gewisse glatte Funktionen gi : U ÝÑ R mit gip0q “
Bf
Bxi

p0q für alle i.

Proof. Wir schreiben

fpx1, . . . , xnq “

ż 1

0

d

dt
fptx1, . . . , txnq dt “

ż 1

0

n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
ptx1, . . . , txnqxi dt

“

n
ÿ

i“1
xi

ż 1

0

Bf

Bxi
ptx1, . . . , txnq dt.

Setze gipx1, . . . , xnq “
ş1
0

Bf
Bxi

ptx1, . . . , txnq dt. Dann ist gi glatt und erfüllt
gip0q “

ş1
0

Bf
Bxi

p0q dt “
Bf
Bxi

p0q. □

Erinnerung: Ein Punkt p heißt ein kritischer Punkt einer glatten Funktion f : U ÝÑ Rm
(U Ă Rn offen), falls Dfp nicht vollen Rang hat (d.h. Dfp ist weder injektiv noch surjektiv).

Lemma 12.19 (Morse-Lemma). Sei U Ă Rn eine Umgebung von 0, f : U ÝÑ R eine glatte
Funktion, und sei p ein kritischer Punkt von f , so dass die Hesse-Matrix p

B2f
BxiBxj

ppqq nicht
ausgeartet ist. Dann existiert ein lokales Koordinatensystem py1, . . . , ynq in einer Umgebung V
von p mit yippq “ 0 für alle i und

fpy1, . . . , ynq “ fppq ˘ y2
1 ˘ y2

2 ˘ ¨ ¨ ¨ ˘ y2
n

auf V .

Proof. Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass p “ 0 und fp0q “ fppq “ 0. Nach
Lemma 12.18 können wir schreiben:

fpx1, . . . , xnq “

n
ÿ

i“1
xigipx1, . . . , xnq

für gewisse glatte Funktionen gi : U ÝÑ R mit gip0q “
Bf
Bxi

p0q. Da p “ 0 ein kritischer Punkt
ist, gilt:

gip0q “
Bf

Bxi
p0q “ 0 @i “ 1, . . . , n.
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Wir wenden Lemma 12.18 erneut auf die gi an und erhalten:

fpx1, . . . , xnq “

n
ÿ

i,j“1
xixjhijpx1, . . . , xnq

für gewisse glatte Funktionen hij : U ÝÑ R. Nun setzen wir ĥij :“ 1
2phij ` hjiq und schreiben:

f “

n
ÿ

i,j“1
xixj ĥijpx1, . . . , xnq

Beachte: ĥij “ ĥji, also ist die Matrix pĥijq symmetrisch. Wir überprüfen, dass die Matrizen
´

1
2

B2f
BxiBxj

p0q

¯

und pĥijp0qq übereinstimmen:

B2f

BxiBxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0
“ 2ĥijp0q

Dies gilt, weil in der Summenentwicklung jedes Produkt xixj ĥij bei zweimaliger partieller
Ableitung den Faktor 2ĥijp0q liefert (für i ‰ j symmetrisch). Daher gilt:

B2f

BxiBxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0
“ 2ĥijp0q

Da per Voraussetzung die Hesse-Matrix p
B2f

BxiBxj
p0qq nicht ausgeartet ist, folgt, dass pĥijp0qq eine

nicht-ausgeartete symmetrische Matrix ist. Wir wenden nun das Diagonalisierungsverfahren für
symmetrische Matrizen an, mit Induktion über n. Angenommen, es existieren lokale
Koordinaten u1, . . . , un in einer Umgebung V1 von 0, sodass

fpu1, . . . , unq “ ˘u2
1 ˘ ¨ ¨ ¨ ˘ u2

r´1 `
ÿ

i,jěr

uiujHijpu1, . . . , unq

wobei pHijq symmetrisch ist. Nach einer affinen Koordinatentransformation können wir
annehmen, dass Hrrp0q ‰ 0 gilt. Setze dann:

gpu1, . . . , unq :“
a

|Hrrpu1, . . . , unq|

Dann ist g glatt und ungleich null in einer Umgebung V2 Ă V1 von 0.
Nun definieren wir neue Koordinaten vi durch:

vi :“
#

ui, i ‰ r

gpu1, . . . , unq

´

ur `
ř

iąr ui
Hirpu1,...,unq

Hrrpu1,...,unq

¯

, i “ r

Man überprüft:

v2
r “ g2puqpur `

ÿ

iąr

ui
Hir

Hrr
q2

“ |Hrr|

¨

˝u2
r ` 2ur

ÿ

iąr

ui
Hir

Hrr
`

˜

ÿ

iąr

ui
Hir

Hrr

¸2
˛

‚

“ |Hrr|u
2
r `

|Hrr|

Hrr
2ur

ÿ

iąr

uiHir ` |Hrr|

˜

ÿ

iąr

ui
Hir

Hrr

¸2

Damit ergibt sich für f in den neuen Koordinaten:

fpv1, . . . , vnq “ ˘v2
1 ˘ ¨ ¨ ¨ ˘ v2

r´1 ˘ v2
r `

ÿ

i,jąr

vivjH
1
ijpv1, . . . , vnq

mit symmetrischer Matrix pH 1
ijq. Der Umkehrsatz (Inverse function theorem, Satz 5.23)

garantiert, dass pv1, . . . , vnq ein Koordinatensystem in einer Umgebung V3 Ă V2 von 0
bildet. □
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Definition 12.20. Eine glatte Funktion f : U ÝÑ R von einer offenen Menge U Ă Rn heißt
eine Morse-Funktion, wenn für jeden kritischen Punkt p P U die Hesse-Matrix Hf ppq nicht
ausgeartet ist.

Corollary 12.21. Zu jedem kritischen Punkt p einer Morse-Funktion f existiert eine
Umgebung von p, die keinen weiteren kritischen Punkt von f enthält.

Proof. Wir wenden das Morse-Lemma (Lemma 12.19) auf einen kritischen Punkt p von f an:
es gibt eine Umgebung V von p, in der f keine weiteren kritischen Punkte hat. □

Beweis von Satz 12.4. Sei f : S ÝÑ R eine Morse-Funktion. (Ihre Existenz folgt, indem man S
in einen Rn einbettet und die Einschränkung einer in einer Umgebung von S definierten
Morse-Funktion betrachtet.) Die Menge C der kritischen Punkte von f ist endlich:

C :“ tp P S | Dfp “ 0u “

n
č

i“1

ˆ

Bf

Bxi

˙´1
p0q

ist abgeschlossen in Rn und nach Korollar 12.21 besitzt C keine Häufungspunkte, ist also
diskret. Da S kompakt ist, folgt, dass C abgeschlossen, diskret und somit endlich ist. Durch
leichte Drehung von S im Rn können wir annehmen, dass alle kritischen Punkte verschiedene
Funktionswerte (kritische Werte) besitzen. Da S kompakt und zusammenhängend ist, ist
fpSq “ ra, bs ein kompaktes Intervall. Bezeichne die kritischen Werte mit
a ď c1 ă c2 ă ¨ ¨ ¨ ă cn ď b und die zugehörigen kritischen Punkte mit p1, . . . , pn, sodass
fppiq “ ci. Wir betrachten die Niveaumengen Lt :“ f´1ptq für t P ra, bs. Für t ă a ist Lt “ ∅,
und für t ě a ist Lt ‰ ∅ aufgrund der Zusammenhangseigenschaft von S. Da f glatt ist und S
kompakt, zusammenhängend und ohne Rand ist, kann f´1paq keine Fläche und kein Kreis
sein. Folglich ist a “ c1 und Lc1 “ tp1u. Nach dem Morse-Lemma (Lemma 12.19) gibt es eine
Umgebung U1 von p1 sowie Koordinaten x1, y1 um p1, sodass:

f |U1 “ fpp1q ˘ x2
1 ˘ y2

1.

Da c1 der kleinste kritische Wert ist, liegt bei p1 ein lokales Minimum vor, also
f |U1 “ c1 ` x2

1 ` y2
1.

Somit ist für kleine ε ą 0 jede Niveaumenge Lt mit t P pc1, c1 ` εq diffeomorph zu einem Kreis.
(Vertikales Bild zur Illustration.) Betrachte nun p2 mit fpp2q “ c2. Nach dem Morse-Lemma
gilt in einer Umgebung U2:

f |U2 “ c2 ˘ x2
2 ˘ y2

2.

Bis auf Umbenennung der Koordinaten ergeben sich drei Fälle:
(1) f |U2 “ c2 ´ x2

2 ´ y2
2: p2 ist ein lokales Maximum. Dann ist S diffeomorph zur Sphäre.

(Bild: Ein "Arm" würde zu einem weiteren kritischen Wert führen.)
(2) f |U2 “ c2 ´ x2

2 ` y2
2: p2 ist ein Sattelpunkt. Dann hat Lc2 die Form einer Acht. Für

t ă c2 sind die Niveaumengen ein Kreis, der sich bei c2 „aufschnürt“, und für t ą c2
bestehen sie aus zwei disjunkten Kreisen. (Bild)

(3) f |U2 “ c2 ` x2
2 ` y2

2: p2 ist ein weiteres lokales Minimum. Dann ist Lc2 die disjunkte
Vereinigung eines Punktes (p2) und eines Kreises. (Bild)

In den Fällen (2) und (3) betrachten wir die Entwicklung der Niveaumengen weiter. Wir
erhalten durch f eine Zerlegung von S in Standardstücke.
Seien r1, . . . , rn´1 reguläre Werte mit ci ă ri ă ci`1. Sei T eine Zusammenhangskomponente
von Sz

Ťn´1
i“1 Lri . Dann ist T offen in S und der Abschluss T eine zusammenhängende

differenzierbare Fläche mit Rand. Nach obiger Analyse ist T diffeomorph zu einem der
folgenden Standardstücke:

‚ einer Scheibe,
‚ einem Zylinder oder
‚ einem „Paar Hosen“ (d. h. einer Fläche mit drei Randkomponenten).
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(Bild: Hose, Kappe, etc.) Diese Stücke lassen sich wie folgt vereinfachen:

‚ Scheibe + Zylinder = Scheibe,
‚ Scheibe + Hose = Zylinder,
‚ Zylinder + Zylinder = Zylinder,
‚ Zylinder + Hose = Hose.

Dieser Reduktionsprozess endet nach endlich vielen Schritten (da es nur endlich viele T gibt).
Welche Möglichkeiten ergeben sich für S? Sei f : S ÝÑ R eine Morse-Funktion. (Ihre Existenz
folgt, indem man S in einen Rn einbettet und die Einschränkung einer in einer Umgebung von
S definierten Morse-Funktion betrachtet.)

(1) Eine Scheibe, deren Rand mit sich selbst identifiziert wird: ergibt RP2, nicht
orientierbar.

(2) Zwei Scheiben mit gemeinsamem Rand: ergibt die Sphäre.
(3) Ein Zylinder mit identifiziertem Rand: ergibt den Torus oder die Kleinsche Flasche.
(4) Eine gerade Anzahl epSq ě 2 von Hosenstücken, deren insgesamt 3epSq

Randkomponenten paarweise verklebt werden. (Solche Flächen können orientierbar
oder nicht-orientierbar sein; wir betrachten hier nur die orientierten Fälle.)

Die orientierbaren Optionen stimmen mit den in der Abbildung genannten Flächen überein.

(1) Eine Scheibe, deren Rand mit sich selbst identifiziert wird: ergibt RP2, nicht
orientierbar.

(2) Zwei Scheiben mit gemeinsamem Rand: ergibt die Sphäre.
(3) Ein Zylinder mit identifiziertem Rand: ergibt den Torus oder die Kleinsche Flasche.
(4) Eine gerade Anzahl epSq ě 2 von Hosenstücken, deren insgesamt 3epSq

Randkomponenten paarweise verklebt werden. (Solche Flächen können orientierbar
oder nicht-orientierbar sein; wir betrachten hier nur die orientierten Fälle.)

Die orientierbaren Optionen stimmen mit den in der Abbildung genannten Flächen
überein. □

Corollary 12.22. Für jede nichtnegative ganze Zahl g “ 0, 1, 2, . . . existiert eine
zusammenhängende, orientierte, kompakte Fläche vom Geschlecht g. Zwei zusammenhängende,
orientierte, kompakte Flächen sind genau dann diffeomorph, wenn sie dasselbe Geschlecht
haben.

Proof. Die Behauptung ist klar für die Sphäre und den Torus. Wenn g ě 2, folgt aus der
Klassifikation in Satz 12.4, dass zwei Flächen diffomorph sind, dann und nur dann, wenn beide
diffomorph zu einer Fläche mit g Löchern ist. □

Noch eine andere Art, eine zuammenhängende kompakte orientierbare glatte
2-Mannigfaltigkeit aufzuschneiden:
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Figure 23: Hyperbolic 12-gon in Poincaré disc with identifications.

H with angles
2⇡

4g
and side length 2 arcCosh(

cos(⇡/4g)

sin(⇡/4g)
). The 4g-gon P

is the pave of a tessellation of the hyperbolic plane H. We will describe
the manifold S with 8g + 1 charts U0, U1, U2, · · · , U8g. The open set U0 is
the interior of the 4g-gon P . We number its vertices following the bound-
ary of P and the midpoints of the edges by A1, A2, · · · , A8g. Number-
ings are cyclic, i.e. A8g+j = Aj. Let E1, E2, · · · , E8g be the (half) edges:
Ei = AiAi+1, 1  i  8g. Let Ui be an open ✏-tubular neighborhood of the

edge Ei. Here 0 < ✏⌧ arccos(
cos(⇡/4g)

sin(⇡/4g)
). In order to describe the manifold

S we have to define subsets Uji ⇢ Ui and a family �ji : Uji ! Uij of gluing
maps.

If Ui \ Uj 6= ; we put Uij = Ui \ Uj = Uji and �ij = IdUj\Ui
: Uij ! Uji.

For k = 0, 1, 2, · · · , g � 1 define

U4k+6,4k+1
def
= U4k+1, U4k+5,4k+2

def
= U4k+2

U4k+8,4k+3
def
= U4k+3, U4k+7,4k+4

def
= U4k+4

. We orient the edges Ei from Ai to Ai+1 if i odd, otherwise from Ai+1 to Ai.
For k = 0, 1, 2, · · · , g � 1, let

�4k+6,4k+1 : H ! H

110

Corollary 12.23. Sei S eine orientierbare, kompakte, zusammenhängende differenzierbare
Fläche mit Symbol

a1b1a
´1
1 b´1

1 a2b2a
´1
2 b´1

2 . . . agbga
´1
g b´1

g

für g ě 1. Dann ist die Fundamentalgruppe π1pSq isomorph zu
π1pSq » xa1, b1, . . . , ag, bg | a1b1a

´1
1 b´1

1 a2b2a
´1
2 b´1

2 . . . agbga
´1
g b´1

g y

und S ist eine hyperbolische Fläche, falls g ě 2.

Proof. Übung, benutze Satz von Seifert-van Kampen. □

Theorem (Seifert-van Kampen theorem). Let X be a topological space that is the union of
two open and path connected subspaces U1, U2 such that U1 X U2 is path-connected and
non-empty. Let x0 P U1 X U2. Then X is path-connected and the inclusion maps U1, U2 ãÑ X
induce group homomorphisms ji : π1pUi, x0q ÝÑ π1pX,x0q such that π1pX,x0q is the
amalgamated amalgam of π1pU1, x0q and π1pU2, x0q along π1pU1 X U2, x0q.

H

G “ A ˚I B
D!

ee

Boo

jj

A

OO

\\

I
f

oo

g

OO

or G “ xA,B | fpiqgpiq´1, i P Iy
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