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Definition 1.1. Seit X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie 7 von Teilmengen

von X, welche Folgendes erfiillen:

(1) X und @ sind in 7 enthalten,

(2) die Vereiningung jeder Familie von Elementen in 7 ist wieder in 7 enthalten,

(3) jeder Schnitt von endlich vielen Elementen in 7 ist wieder in 7 enthalten.

Die Elemente in 7 nennt man offene Mengen. Ein topologischer Raum ist ein paar (X, 7), wo 7

eine Topologie auf X ist. Wenn U € 7, dann nennt man X\U abgeschlossen.

Eine Teilmenge von X nennt man abgeschlossen, wenn sie das Komplement einer offenen

Teilmenge von X ist.

Example 1.2. (1) 7 = {X, @} ist die triviale Topologie auf einer Menge X.

(2) Wenn 7 die Potenzmenge von X ist, dann nennt man 7 die diskrete Topologie. Dann

ist jedes x € X offen und abgeschlossen.

(3) X =R", 7 is ist die Familie der Mengen U < X, so dass fiir jedes z € U gibt es ein

e >0, so dass Be(z) c U.

(4) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Familie 74 folgender Mengen ist die von d
induzierte Topologie auf X: U < X und fur jedes z € U gibt es € > 0, so dass

{ye X |d(z,y) <e} cU.

(5) X =Z, 7 die Familie der endlichen Mengen in Z und Z is keine Topologie, weil die

Vereiningung aller endlichen Teilmengen von Z, welche nicht 0 enthalten nicht endlich

ist und nicht Z ist.
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(6) Seien (X,7), (Y, 7’) topologische Raume. Wir definieren die Produkttopologie auf X x Y
wie folgt: eine offene Menge in X x Y is eine (beliebiege) Vereiningung endlicher
Schnitte von Mengen U x V ist, wobei U < X,V c Y offen.

(7) Die Euklidische Topologie auf R™ ist die Produkttopologie der Euklidischen Topologie
auf R (Ubung).

(8) Sei Y © X eine Teilmenge. Die induzierte Topologie auf Y is wie folgt definiert: eine
Menge U c Y is offen, wenn es V < X offen gibt, sodassU =Y n V.

Definition 1.3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(1) Sei x € X. Eine Umgebung von z ist eine Teilmenge V < X, welche eine offene Menge
U enthélt, so dass z € U.

(2) Eine Basis von 7 ist eine Familie B von offenen Mengen von X, so dass jede offene
Teilmenge von X eine Vereinigung von Elementen aus B ist.

Example 1.4. (1) (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Familie der offenen Kugeln
eine Basis fir 7.
(2) Seien (X, 7), (Y, 7') ein topologischer Raum. Dann ist
B={n" U xV;| U c X,V; c Yoffen,n > 1} eine Basis der Produkttopologie auf
X xY.
Wenn B’ (resp. B”) eine Basis von 7 (resp. 7’) ist, dann ist
{"IU; x V; | U; € B',V; € B",n > 1} eine Basis der Produkttopologie auf X x Y.

Definition 1.5. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(1) (X, ) ist kompakt, wenn es fiir jede Uberdeckung X = u;c;U; von offenen Mengen in
X i1,...,inel gibt,sodass X =U;, u--- v U;,.

(2) (X, 1) ist Hausdorff, wenn es fiir jede z,y € X zwei disjunkte Umgebungen U,V € X
gibt, so dass x € U und y € V.

(3) (X, 7) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom (is second-countable), wenn 7 eine
abzahlbare Basis hat.

Example 1.6. (1) Die diskrete Topologie auf einer Menge X ist Hausdorff aber nicht
kompakt (ausser X is endlich).
(2) Die triviale Topologie ist kompakt aber nicht Hausdorff.
(3) Abgeschlossene beschréankte Mengen in einem Metrischen Raum sind kompakt.
(4) Jeder Metrische Raum (X, d) ist Haudroff und hat eine abzdhlbare Basis. Wenn X
nicht beschrankt ist, ist X nicht kompakt.
(5) Die diskrete Topologie auf R hat keine abzahlbare Basis.

Lemma 1.7. Sei (X, 7) ein Topologischer Raum und Y < X eine Teilmenge mit der
induzierten Topologie. Wenn X Hausdorff ist, dann ist Y Hausdorff. Wenn X das 2.
Abzdhlbarkeitsaziom erfillt, dann tut dies auch Y .

Proof. Topologievorlesung O

Definition 1.8. Seien (X, 1), (Y, 7’) topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Sei
B eine Basis von 7/. Wir sagen, dass f stetig ist, wenn das Urbild jeder offenen Menge in Y
wieder offen ist.

Equivalent, und praktischer in der Anwendung

Lemma 1.9. Seien (X, 71),(Y,7’) topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung. Sei B
eine Basis von 7. Dann ist f stetig genau dann, wenn Vx € X und YV € B’ mit f(x) €V, die
Menge f=Y(V) eine Umgebung von x ist.

Proof. Topologievorlesung. O



Example 1.10. Sei Y = X.
(1) Wenn 7 = {X, @} und 7" = P(X), dann ist die Identitiat nicht stetig
(2) Wenn 7 = P(X) und 7" = {X, @}, dann ist die Identitét stetig.

Seien (X, 7), (Y, 7) topologische Raume und betrachte die Produkttopologie auf X x Y. Dann
sind beide Projektionen px: X XY — X und py: X x Y — Y stetig. In der Tat, wenn
U c X offen, dann ist py' (U) = U x Y und wenn V < Y offen, dann ist py* (V) = X x V.

Example 1.11. Wir betrachten R, R mit der Euklidischen Topologie. Sei f: R” — R eine
Abbildung. Dann ist Stetigkeit im analytischen Sinne equivalent zur Stetigkeit im
topologischen Sinne. Namlich:

Vzge R", Ve > 030 > 0sd Voy € X sd d(zg, 1) < gilt d(f(zo), f(z1)) <€
«=VaxoeR", Ve > 036 > 0sd Vr; € Bs(zg) < X gilt f(z1) € B(f(z0))
—VroeR", Ve > 036 > 0sd f(Bs(zo)) < B:(f(x0))

—Vazoe R",Ve > 036 > 0 sd Bs(zo) < f H(B(f(20)))

«—=Vzoe R", Ve > 0ist f~1(B.(f(xg))) eine Umgebung von z

Definition 1.12. Seien (X, 7), (Y, 7') topologische Radume und f: X — Y eine Abbildung,.
Wir sagen, dass f ein Homdomorphismus ist, wenn f bijektiv und sowohl f als auch f~! stetig
sind. Wir sagen, dass X und Y homeomorph sind.

Example 1.13. (1) Wenn Y = X und 7’ = 7, dann ist die Identitét ein
Homoéomorphisms.
(2) Rag —> Roq, o > 22, ist ein Homdomorphismus.
(3) R — R.g, & — €” ist ein Homdomorphismus.

2. TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIKEITEN
Mannigfaltigkeiten sind topologische Rdume, die lokal aussehen wir R™.

Definition 2.1. Eine topologische Mannigfaltigkeit M (von dimension n) ist ein nicht-leerer

Hausdorff topologischer Raum, welcher das zweite Abzadhlbarkeitsaxiom erfiillt, und so dass es
fiir jeden Punkt p € M eine Umgebung U < M gibt, welche homéomorph (in der induzierten

Topologie) zu einer offenen Teilmenge von R™ ist.

Wir sagen, dass n die dimension von M ist und schreiben n = dim M.

Lemma 2.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Die Hausdorffbedingung impliziert:
jede endliche Teilmenge ist abgeschlossen, Grenzwerte von konvergenten Folgen sind eindeutiq.

Proof. Topologievorlesung. O

Die Bedingung des 2. Abzédhlbarkeitsaxioms wird fiir sogenannte Zerlegung der Eins wichtig,
welche

Lemma 2.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und U < M eine offene Menge. Dann
ist U (mit der induzierten Topologie) eine Mannigfaltigkeit.

Proof. Nach Lemma 1.7, ist U Hausdorff und erfiillt das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom. Sei p € U
und n = dim M. Dann gibt es eine offene Teilmenge p € V < M, eine offene Teimenge V cR®
und einen Hom6éomorphismus f: V — V. Dann ist U n V < M offen und

floav:UnV — f(UNV)c V ein Homdomorphismus. O

Definition 2.4. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Eine Karte von M
ist ein Paar (U, ), wobei U c M eine offene Teilmenge ist und ¢: U —> U ein
Homé&omorphismus von U zu einer offenen Menge ¢(U) = U < R"™. Wir nennen U auch den
Domain von (U, ¢).
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Wenn p € U, sagen wir, dass (U, ¢) eine Koordinatenumgebung von p ist.

Den Hom&omorphismus ¢ nennt man Koordinatenabbildung. Wir konnen

o(p) = (x1(p), - - ., xn(p) schreiben, und die x; nennt man lokale Koordinaten von U.

Wenn ¢(U) eine Kugel (bzw Wiirfel) ist, dann nennt man (U, ¢) eine Koordinatenkugel (bzw
-wiirfel).

Example 2.5. (1) M =R"
(2) M eine abzéhlbare Vereinigung von Punkten, n = 0
(3) St = {(z,y) e R? | 22 + y? = 1} (Ubungen)
(4) S" = {(z1,...,2n) eR" | 2% + - -+ + 22 = 1} (Ubungen)
(5) Graph: sei U < R™ offene Menge und f: U — RF stetig. Sei

L(f) :={(z,y) | R" x R* |zeU,y= f(x)} c RF x R”

mit der induzierten Topologie von R¥ x R™. Die Projektion py: I'(U) — U die
Projektion auf U is stetig (da sie die Einschrankung der stetigen Projektion
R™ x RF — R™ ist). p; hat ein Inverses, nimlich ¢ : z — (z, f(z)), und ¢ is stetig,
weil f stetig ist. Also ist I'(f) eine topologische Mannigfaltigkeit.

(6) Ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber R (Ubungen).

(7) Das Produkt My x -+ x My von topologischen Mannigfaltigkeiten My, ..., M} ist
wieder eine topologische Mannigfaltigkeit.

Sein (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist A « X relativ kompakt (oder prikompakt) wenn A
kompakt in X ist.

Lemma 2.6. Jede topologische Mannigfaltigkeit hat eine abzdhlbare Basis von prikompakten
Koordinatenkugeln, und sie ist uberdeckt von abzdhlbar vielen prikompakten Koordinatenkugeln.

Proof. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt p € M ist in einer Koordinatenumgebung
(Up, ¢p) enthalten. Die Menge ¢,(Up) < R™ hat eine abzdhlbare Basis von préikompakten
offenen Kugeln, namlich die abzéhlbare Familie der Kugeln B, (z),z € Q" n ¢,(Up), 7 € Qx0, so
dass Bg(z) < ¢,(U) mit s > r. Jeder solche Ball ist prakompakt in ¢,(U,). Da M das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, hat M eine Uberdeckung von abzihlbar vielen
Koordinatenumgebungen (U,, ¢p). Daher bilden die Urbilder der offenen Kugeln B, (x) eine
abzéhlbare Basis fiir die Topologie von M. Sei V' < U, das Urbild einer solchen Kugel. Weil ¢,
ein homéomorphismus ist, ist der Abschluss von V' in U, (bzgl der induzierten Topologie auf
Up) kompakt. Da M Hausdorff ist, ist V' in M abgeschlossen. Also ist der Abschluss von V' in
M gleich dem Abschluss von V' in U;. Es folgt, dass V' auch in M priakompakt ist. O

Ein topologischer Raum (X, 7) ist lokal kompakt, wenn es fir jeden Punkt p € X eine
Umgebung U gibt und eine kompakte Menge K < X, so dass pe U ¢ K. Man nennt K eine
kompakte Umgebung von p.

Lemma 2.7. Jede Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt.

Proof. Nach Lemma 2.6 hat jede Mannigfaltigkeit eine Basis aus prakompakten Mengen. Also
hat jeder Punkt eine prakompakte Umgebung und daher auch eine kompakte Umgebung (den
Abschluss der prakompakten Umgebung). O



Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum und U := {U,}aea eine Familie von
Teilmengen von M. Wir nennen U lokal endlich, wenn es fiir jeden Punkt x € X eine
Umgebung gibt, welche nur endlich viele U, nicht-leer schneidet.

Lemma 2.9. Sei X ein topologischer Raum und X = {X,}aca eine lokal endliche Familie von
Teilmengen von X . Dann ist {Xa}aca lokal endlich und Ua Xy = UaXa-

Proof. Topologie Vorlesung (oder Ubung). O

Proposition 2.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und U := {Uy}aca irgendeine eine offene
Uberdeckung von M. Dann hat M es eine lokal endliche offene Uberdeckung V := {Vs}gen, so
dass V3 € B es a€ A gibt mit Vg < U,.

Mehr noch, wenn B eine Basis der Topologie von M ist, dann gibt es eine offene Uberdeckung
V wie oben, welche abzihlbar ist, so dass Vg e BV e B.

Proof. Wir bemerken, dass die zweite Aussage stérker als die erste ist. Es reicht also, nur die
zweite zu zeigen. Sei {K;};—1= eine Uberdeckung von M von kompakten Mengen Kj, so dass
K; c IntKj4, for alle j > 1; sie existiert, weil M Haudroff und lokal kompakt ist und das
zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt [1, Prop A.60]. Fiir jedes j, sei V; := Kj41\IntK; und
W; = IntK;2\K;_1 (wobei K; := @ fiir j < 1). Dann ist V; kompakt, W} ist offen und
V; < W;. Da B eine Basis der Topologie von M ist, gibt es B, € B mit x € B, < W,. Die
Familie { B, }.cv; ist eine offene Uberdeckung von V. Da V; kompakt ist, hat diese
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung {Ba;kj},ivi 1- Die Vereinigung vy ; By, ; ist eine
abzdhlbare Uberdeckung von M und By, ; « W; Vj. Wir bemerken, dass W; n W; = &, ausser
j—2<i<j+2
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Cinar der 3 Y/'m,gt i ta We.

~ 9 N . A

W en ‘C\\\CH du lanwste Vnrﬁ\fﬂ\/\ \}\)x&‘\)

dawmin tgh L’{j’“'
Riasy von W ieh ish (< 2
Newn dor tisraghe Bing von Wy 407
grosste Tingy von W, 4, douwn 18] §= (2

Moo ;)’2 séédﬂ-

Es folgt, dass es fiir jeden Punkt x € M eine Umgebung gibt, die in nur endlich vielen By,
enthalten ist. O

3. GLATTE MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 3.1. Seien U < R,V < R™ offene Mengen und F': U — V eine Abbildung. Wir
nennen F' glatt, wenn jede Komponente von F' = (Fy, ..., F,,) stetige partielle Ableitungen
jeder Ordnung hat. Wir sagen auch, dass F' C'® ist.

Wenn F zusitzlich bijektiv ist und F~! glatt, nennen wir F ein Diffeomorphismus.

Wir bemerken, dass glatte Abbildungen stetig sind und Diffeomorphismen sind im Speziellen
Homd&omorphismen.

Definition 3.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeitund (U, ¢), (V, )
Koordinatenumgebungen auf M, so dass U n'V # @.



(1) Wir nennen ¢ o o~ 1: (U n V) — (U n V) einen Kartenwechsel.

1

Da ¢, homéomorphismen sind, ist 1) o ¢~ auch ein Homéomorphismus.

(2) Wir sagen, (U, ¢), (V,¢) sind glatt kompatibel, wenn entweder U n V' = & oder
ol glatt ist.

(3) Ein Atlas von M ist eine Familie von Karten, deren Domain M {iberdecken. Ein Atlas
is glatt, wenn jedes Paar von Karten glatt kompatibel sind. In diesem falle, auch der
Kartenwechsel ¢ o 1~! glatt und daher ist ¢ o ¢! ein Diffeomorphismus.

(4) Ein glatter Atlas A ist mazimal, wenn er in keinem anderen glatten Atlas enthalten ist
(i.e. jede Karte, die glatt kompatibel mit jeder Karte in A ist, ist schon in 4 enthalten).

Wir sagen, dass M eine glatte Struktur hat, wenn sie einen glatten Atlas hat. Eine glatte
Mannigfaltigkeitist ein paar (M, .A), wo A ein maximaler Atlas ist. Meistens lassen schreiben
wir M anstatt (M, A).

Example 3.3. Sei {(R, %)} eine glatte Struktur auf R, da z + 2® ein homéomorphismus ist
und jeder Kartenwechsel glatt ist. Diese glatte Struktur ist nicht mit der standard glatten
Struktur (R, id) glatt kompatibel, da der Kartenwechsel idg o (3)~! = ¢z nicht glatt in ist.

Proposition 3.4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.

(1) Jeder glatte Atlas A von M ist in einem eindeutigen maximalen Atlas enthalten,
welchen wir die durch A bestimmte glatte Struktur nennen.

(2) Zwei glatte Atlase von M bestimmen die gleiche glatte Struktur genau dann, wenn ihre
Vereinigung ein glatter Atlas ist.

Proof. (1) Sei A ein glatter Atlas von M und sei A die Familie aller Karten von M, welche
glatt kompatibel mit den Karten in A sind. Wir bemerken, dass A < A. Wir zeigen, dass A ein
glatter Atlas ist. Seine (U, ), (V,) zwei Karten in A und x = ¢(p) € (U n V) irgendein
Punkt. Da die Domains der Karten in A die Mannigfaltigkeit M iiberdecken, gibt es eine
Karte (W,0) in A, so dass p e W (siehe Bild).
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Jede Karte in A ist glatt kompatibel mit (W, ), also sind 6 o ¢! und 1 0 §~1 glatt (da, wo sie
definiert sind). Dape U nV n W, ist oot = (pof71)o(fop ) glatt in einer Umgebung
von z. Bs folgt, dass ¢ o ¢! in jeder Umgebung des Punktes von (U n V) glatt ist. Also ist
A ein glatter Atlas.

Wir zeigen jetzt, dass A ein maximaler glatter Atlas ist. In der Tat, nach Definition von A,
jede Karte von M, welche glatt kompatibel mit jeder Karte in A ist, ist auch glatt kompatibel
mit jeder Karte in A. Jeder solche Karte ist also schon in A enthalten. Also ist .4 maximal.
Eindeutigkeit: Sei B ein weiterer maximaler glatter Atlas, welcher A enthélt. Da jede Karte in
B glatt kompatibel mit jeder Karte von A ist, ist jede Karte in I3 schon in A enthalten. Da B
maximal ist, folgt B = A.

(2) Seien A und B zwei glatte Atlase von M, welche die selbe glatte Struktur C bestimmen.
Nach (1), ist C die Familie der Karten von M, welche mit allen Karten in A und allen Karten
in B glatt kompatibel sind, und A, B < C. Es folgt, dass alle Karten in A U B mit allen Karten
in A u B glatt kompatibel sind.

Seien A und B zwei glatte Atlase von M, so dass A U B ein glatter Atlas ist. Nach (1), ist

A U B in einem eindeutigen maximalen Atlas C enthalten. Jede Karte in C ist glatt kompatibel
mit A (bzw B), also ist C = A (bzw. < B). Da C maximal ist, folgt C = A = B. O

Definition 3.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Karte (U, ¢) von M, welche in einem
maximalen glatten Atlas enthalten ist, nenne wir glatte Karte, und ¢ glatte
Koordinatenabbildung etc.

Definition 3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir nennen eine Teilmenge B < M eine reguldre
Koordinatenkugel, wenn es eine glatte Koordinatenkugel B’ > B gibt und glatte
Koordinatenabbildung ¢: B’ — R", so dass

QD(B) = BT(O)’ SO(E) = T(O)’ QO(B,) = Br’(o)

fiir irgendwelche r, 7" € R, 1’ > r.

Lemma 3.7. Jede glatte Mannigfaltigkeit hat eine abzdhlbare Basis von requldren
Koordinatenkugeln

Proof. Wie Lemma 2.6 (Ubung). O

Lemma 3.8 (Smooth manifold Chart Lemma). Sei M eine Menge, {U,}q eine Familie von
Teilmengen Uy € M und pq: Uy —> R™ Abbildungen, so dass die folgenden Bedingungen
gelten.

(1) Ya, 0o (Uy) ist offen in R™ und @, ist eine Bijektion zwischen Uy und @ (Uy).

(2) Vo, B, sind die Mengen po(Uy N Ug) und @3(Us N Up) offen in R™.

(3) Wenn Uy nUg # @, dann ist o0 5" pa(Us 0 Ug) — 03(Us n Ug) glatt (C®).

(4) M wird von abzihlbar vielen U, tberdeckt.

(5) Wenn p,q € M wverschiedene Punkte sind, dann gibt es entweder ein Uy, so dass
D,q € Uy, oder es gibt Uy, Ug, so dass Uy nUg = @ und p € U, und q € Ug.

Dann hat M eine eindeutige Mannigfaltigkeitstruktur, so dass jedes (Uy, po) eine Karte von
M ist.

Proof. Zuerst definieren wir eine Topologie: wir nehmen alle Mengen der Form ¢_1(V),
V < R"™ offen, als Basis. Wir zeigen jetzt, dass dies eine Topologie bestimmt. Dazu reicht es zu
zeigen, dass fiir alle offenen Mengen V, W < R"™ und alle o, 3, die Menge ¢, (V) n w[}l(W)
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wieder in der Basis ist (siehe Bild)

(3) impliziert, dass (o5 0 pa!) L(W) € a(Us N Ug) offen ist. (2) impliziert, dass
(pp 0 pat) H(W) offen in R™ ist. Es folgt, dass

Pt (V) nog (W) =o' (V n (pgopn')HW))
eine Basis Menge ist. Wir haben also eine Topologie auf M definiert. Nach Definition dieser
Topologie und nach (1), ist jedes ¢, ein Homéomorphismus. Die Topologie auf M ist Haudorff
nach (5) und erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom nach (4) und weil die ¢, (U, ) das zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen. Also ist M eine topologische Mannigfaltigkeit. (3) impliziert,
dass M eine glatte Mannigfaltigkeitist. Ubung: diese glatte Mannigfaltigkeitsstruktur ist
eindeutig. (Il

Definition 3.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und f: M — R* eine Abbildung. Wir
sagen, dass f glatt ist, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine Karte (U, ¢) von M gibt, mit
peU,sodass fop': p(U) — RF glatt ist. Wir nennen (f o ¢~ !)(z) die
Koordinatenreprdsentation von f.

Die Menge aller glatten Abbildungen M — R wird mit C* (M) notiert.

Rk

Example 3.10 (Exercises). (1) Sei U = R™ eine offene Menge mit ihrer standard
Mannigfaltigkeitsstruktur und sei f: U —> R* eine Abbildung. Zeige, sie ist glatt wie
oben definiert, dann und nur dann wenn sie glatt im calculus Sinne ist.

(2) Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f: M — R¥ eine glatte Abbildung. Zeige, dass
foe ™l p(U) — RF glatt ist fiir jede glatte Karte (U, ) von M.

Definition 3.11. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F': M — N eine Abbildung.
Wir sagen, dass F' glatt ist, wenn fiir jeden Punkt p € M glatte Karten (U, ¢) von M und
(V,%) von N existieren, so dass pe U und F(p) € V und F(U) < V und

YoFop t:pU) — (V) glatt ist.



Lemma 3.12. Jede glatte Abbildung ist stetig.

Lemma 3.13 (Glueing lemma for smooth maps). Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und

sei {Ua}aca eine offene Uberdeckung von M. Wir nehmen an, dass fiir jedes o € A eine glatte
Abbildung Fy: Uy —> N haben, so dass Fu|vu,~v, = Fglu,nu, fir alle a, 8 € A.

Dann gibt es eine eindeutige glatte Abbildung F: M — N so dass F|y, = F,, fir alle a € A.

Definition 3.14. Zwei Mannigfaltigkeiten M und N sind diffeomorph, wenn es eine glatte
bijektive Abbildung F': M — N gibt, so dass F'~! glatt ist. Wir schreiben auch M ~ N.

Example 3.15. Sei B" die offene Einheitskugel in R™. Wir betrachten die Abbildungen
F:B" — R" und G: R" — B"

- Gly) = ——2

v ViEary

Ubung: F und G sind glatt und inverse zu einander. Also haben wir R" ~ B".

4. HUGELFUNKTIONEN UND DIE ZERLEGUNG DER EINS

Motivation: Abbildung zusammenkleben konnen, ohne, dass sie auf Uberschneidungen

ubereinstimmen.
eV tot>

0, t<0
Proof. Exercise. U

Lemma 4.1. Die Funktion f: R — R, f(z) = { , ist glatt.

Lemma 4.2 (Existenz cutoff function). Seien ri,79 € R, 11 < ro. Dann gibt es eine glatte
Funktion h: R — R, so dass h(t) =1 firt <ry, 0 < h(t) <1 firte (ri,r2) und h(t) =0 fur
t = ro.

Wir nennen h eine cut-off Funktion.

e_l/t, t>0

, von Lemma 4.1. Wir setzen
0, t<0

Proof. Sei f: R — R, f(x) = {

fra —1)

M) = ) =)

Wir haben f(ra —t) + f(t — 1) > 0 (weil immer ro — ¢ oder t — r; positive sind) und A(t) < 1
fir alle t € R. Fir ¢ < 7 haben wir f(¢t — 1) = 0 und somit h(t) = 1. Fiir ¢t > ry haben wir
f(ra —t) = 0 und somit h(t) = 0. O

Lemma 4.3. Seien 1,72 € R, r1 < ro. Dann ¢ibt es eine glatte Funktion H: R — R, so dass
H(x)=1 firxe B, (0),0< H(z) <1 firze By,(0)\By,(0) und H(z) = 0 fir z € R"\B,,(0).
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Proof. Wir setzen H(x) = h(|z|), wobei h die Funktion von Lemma 4.2 ist. Die Funktion H ist
glatt auf R™\{0}. Da H(z) = 1 fiir « € B,,(0), ist H auch bei 0 glatt. O

Die Funktion H ist ein Beispiel einer Hiigelfunktion.
Definition 4.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit und f: M — R eine Abbildung. Wir nennen
suppf = {pe M | f(p) # 0}

den Support (Trager) von f.

Example 4.5. Fiir f von Lemma 4.1, ist suppf = R>g. Fiir h von Lemma 4.2 ist
supph = {z € R | x < ro}. Fir H von Lemma 4.3 ist suppH = B, (0).

Definition 4.6. Sei M ein topologischer Raum und X := {X,}aeca eine offene Uberdeckung
von M. Eine X untergeordnete Zerlegung der Eins ist eine Familie {14 }qea von stetigen
Abbildungen 1,: M — R, welche folgende Bedingungen erfiillt:

(1) 0 < ¢o(r) <1Vae Aund Vre M.

(2) suppt, € X4 Va € A.

(3) Die Familie {suppts }aea ist lokal endlich.
(4) Dpen Yalz) =1 fiir alle z € M.

Wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit ist und alle 1), glatt sind, sagen wir, dass {t)4}aca eine
glatte X untergeordnete Zerlegung der Eins ist.

Remark 4.7. Nach (3), ist hat fiir jedes x € M die Summe ) 4 ¥a(x) in (4) nur endlich
viele nicht-null Summanden.

Theorem 4.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X := {Xa}aca eine offene Uberdeckung
von M. Dann existiert eine glatte X untergeordnete Zerlequng der Eins.

Proof. Nach Lemma 2.3, ist jedes X, eine Mannigfaltigkeit. Als solche hat es eine Basis B,,
von Koordinatenkugeln (Lemma 3.7). Dann ist B := uBB,, eine Basis fiir die Topologie auf M.
Proposition 2.10 sagt, dass es eine offene abzihlbare Uberdeckung {B;};—1 von M gibt, so
dass B; € B Vi, fiir jedes i gibt es ein a € A, so dass B; © X, und jeder Punkt x € M hat eine
Umgebung, die in nur endlich viele B; nicht-leer schneidet. Die letzte Bedingung gilt auch fir
die Uberdeckung {B;}i=1 nach Lemma 2.9. Da B; eine regulire Koordinatenkugel ist und

B; c X, fiir ein o € A, impliziert, dass es eine Koordinatenkugel B, ¢ X, gibt, so dass

B; < Bl. Und es gibt eine glatte Koordinate ¢;: B — R", so dass ¢;(B;) = By,(0) und
©i(B}) = B,.(0) fir irgendwelche r;,r, € R, r; < 1.

Fiir jedes ¢ definieren wir

H;og;, aufB]

fi 0, auf M\B;’
wobei H;: R"” — R eine glatte Funktion ist, die auf B,,(0) positiv ist und null auf R™\ B, (0),
wie in Lemma 4.3. Wir bemerken, dass H; o ¢; null auf B;\E ist, als ist f; wohl-definiert, glatt
und suppf; = B;.
Wir definieren f: M — R, f(z) = Y, fi(z). Da jeder {B;} lokal endlich ist, hat diese Summe
nur endlich viele nicht-null Summanden in einer Umgebung jedes Punktes. Also ist f glatt. Da
jedes f; positiv auf B; ist und jeder Punkt von M in einem B; enthalten ist, ist f positiv auf
M. Also ist g; := f;/f glatt, da wo es definiert ist. Ausserdem ist 0 < g; <1 und ), g;(z) =1
Ve e M.
Jetzt miissen wir die Indizes anpassen, damit wir a € A wiederfinden. Fiir jedes i gibt es
a(i) € A, so dass B} © X,;) (a(i) ist vielleicht nicht eindeutig). Fiir v € A definieren wir

¢a: Z gi:M—>]R.
isda(i) =«
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(Wenn es keine ¢ gibt, so dass o = a(i), dann ist diese Summe Null.) Wir haben

e — L ‘9 —_
SUPPYa = Ui sd a(i) = oBi = Visd a(i) = aBi © Xa

Jedes 9, ist glatt und 0 < ¢, < 1. Mehr noch, fiir jeden Punk x € M gibt es eine Umgebung,

die in nur endlich vieln suppt, nicht-leer schneidet (weil das schon fiir die B; stimmt). Wir
haben daher . o = >, 9; = 1. O

Definition 4.9. Sein M eine glatte Mannigfaltigkeit, A — M abgeschlossen und U < M offen
mit A c U. Eine stetige Abbildung ¢: M — R heisst Higelfunktion fir A auf U, wenn
0<¢v<1auf M,y =1auf A und suppy < U.

Corollary 4.10. Sein M eine glatte Mannigfaltigkeit, A = M abgeschlossen und U < M offen
mit A < U. Dann gibt es eine glatte Higelfunktion fir A auf U.

Proof. Sei Uy = U und Uy = M\ A. Dann ist {Up, U;} eine offene Uberdeckung von M. Nach
Theorem 4.8 gibt es eine glatte {Uy, U1} untergeordnete Zerlegung der Eins {1y, 1}. Dann ist
1 = 0 auf A und somit g = ¥ + 1 = 1 auf A. Also ist 1y die gesuchte glatte
Hiigelfunktion. O

Definition 4.11. Seinen M, N glatte Mannigfaltigkeiten und A < M eine Teilmenge. Eine
Abbildung F': A — N ist glatt auf A, wenn es fiir jeden Punkt x € A eine Umgebung
z € U < M und eine glatte Abbildung F': U — N gibt, so dass F|AmU = Flanu-

Corollary 4.12. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, A < M eine abgeschlossene Teilmenge
und f: A — R* eine glatte Abbildung. Sei U < M eine offene Menge mit Ac U. Dann gibt
es eine glatte Abbildung f: M — RF, so dass fao = f und suppf c U.

Proof Fiir jedes p € A gibt es eine Umgebung W), © M und eine glatte Abbildung

fp W, — R¥, so dass fp]me A= flw,~a. Wir ersetzen W), durch W), n U und kénnen somit
annehmen, dass W, c U. Dann ist W := {W,, |pe A} u {M \A} eine offene Uberdeckung von
M. Nach Theorem 4.8 gibt es eine glatte YW untergeordnete Zerlegung der Eins

{¢p | p€ A} U {tho}. Es gilt supptp, = W), und supptpy = M\A.

Fiir jedes p € A ist 9, f, glatt auf W, und hat eine glatte Erweiterung auf M, welche null auf
M\suppt), ist. (Die so definierte Abbildung ist tatséchlich glatt, weil sie null auf W,\supp,

ist.) Wir definieren
z) = Z Up(2) fp()
peA
Da die Familie {suppy,} lokal endlich ist, hat diese Summe in einer Umgebung jedes Punktes
nur endlich viele nicht-null Summanden. Also ist f glatt. Wenn x € A, dann ist ¢g(z) = 0 und
folz) = f(x) ¥p € A, und somit

= 2 @) fpl@) = (bo(@) + ) (@) f (@) 27 f(2)
peEA peEA
Also ist f |4 = f. Ausserdem haben wir

7 —— L 2.9
SUppf = Upeasupptp =" UpeaSUpPYy < UpeaW,, < UL

]

Remark 4.13. Die Bedingung, dass f: A — R¥ und nicht f: A — N fiir irgendeine glatte
Mannigfaltigkeit IV ist wichtig. Nehmen wir die abgeschlossene Menge S' = R? und die
Identitdt f: S — S!. Sie ist glatt. Aber es gibt keine stetige Erweiterung R? — S' (denke
an Fundamentalgruppen) und daher kann Korollar 4.12 in diesem Fall nicht stimmen.
Allerdings kann man f als Abbildung f: S! — R? sehen und dann koénnen wir sie zur
Identitdtsabbildung R? — R? erweitern.

Man kann Korollar 4.12 verallgemeinern, vielleicht sehen wir das spéter.
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Definition 4.14. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ausschopfungsfunktion fir X ist eine
stetige Abbildung f: X — R, so dass f~1((—, c]) kompakt ist Vc € R. Wir nennen
f1((—o0,c]) Sublevelset von f.

Proposition 4.15. Jede glatte Mannigfaltigkeithat eine glatte positive Ausschopfungsfunktion.

Proof. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Nach Lemma 2.6 gibt es eine abzéhlbare offene
Uberdeckung {Vj}321 von prikompakten Mengen V; (Topologieiibung). Nach Theorem 4.8 gibt
es eine {V;}72, untergeordnete Zerlegung der Eins {¢;}72,. Wir definieren

0
fla) = ), gw(w).
j=1
Da {suppw] 1 lokal endlich ist, sind fiir jeden Punk in M nur endlich viele Summanden

nicht-null in einer Umgebung dieses Punktes. Es folgt, dass f glatt ist. Ausserdem gilt

f(z) = Z;’;l ¥j(x) = 1. Lass uns zeigen, dass f eine Ausschopfungsfunktion ist. Sei ¢ € R und
sei NeZ, N > c.

Wennp¢u 1V;, dann ist ¢;(z) = 0 for 1 < j < N, und dann gilt

fla)y= > ju(x 2 Nj(z 2 Pi(z)) = N > c.
j=N+1 j=N+1 j=N+1

Wir haben gezeigt, dass wenn f(x) < ¢, dann ist = € u Y, Vj. Also ist die abgeschlossene
Menge f~1((—o0,c]) in der kompakten Menge U j:lV und ist daher selbst kompakt. O

Der folgende Satz zeigt, dass jede abgeschlossene Menge einer glatten Mannigfaltigkeit eine
Niveaumenge ist.

Theorem 4.16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und K < M eine abgeschlossene Menge.
Dann gibt es eine glatte Funktion f: M — Rxq, so dass f~1(0) = K.

Proof. Nach Lemma 2.6 gibt es eine offene Uberdeckung {B,}aca von glatten

Koordinatenkugeln B,. Nach Theorem 4.8 gibt es eine {B,}4ca untergeordnete Zerlegung der

Eins {¢a}o¢6A-

Behauptung: es Va eine nicht-negative glatte Funktion f,: B, — R gibt, so dass

f10) = By n K. Wenn dies gezeigt ist dann nehmen wir f = > fata.

Beweis: wir erinnern uns, dass B, " siehe Example 3.15. Es reicht also die Behauptung fiir

R™ zu zeigen. Sei K < R" das Blld von K N B, unter dem Diffeomorphismus B, ~ R". Dann

ist K < R"™ eine abgeschlossene Menge. Dann ist R\ K offen und ist eine glatte

Mannigfaltigkeit (Lemma 2.3). Dann ist R"\K = U, B,.(z;) fiir irgendwelche 0 < ; < 1 und
e R"\K Vi (Lemma 2.6). Nach Lemma 4.3 gibt es h: R” — R eine glatte Hiigelfunktion,

welche 1 auf By/5(0) ist und 0 < h(x) < 1 for x € B1(0)\B;/2(0) und h(z) = 0 auf R™\B1(0).

Da B;(0) kompakt ist, gibt es fiir jedes i € Z~( eine Konstante C; € R>1, so dass

|h9(2)| < C; Va € By (0) Vi
(wobei h(¥) die i-te Ableitung von h ist). Da h = 0 auf R™\B;(0), gilt
W9 ()] < C; Vo € R™ Vi.

Wir definieren

Da 0 < h(z) <1 VaeR", gilt

)t —x; ) 0<ri<1 Ci=1
|;rc)h<x x’>y<|(7fg| st _Lost 1y,
i T '
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Da die Reihe ), % konvergiert, konvergiert (nach Weierstrass Majorantenkriterium, siehe

Analysis I&IT) auch ZZ]\L 1 gglh (x:—fl) absolut und gleichmaéssig auf R™ zu einer stetigen

Funktion f: R”™ — R. Wir bemerken, dass h (mz—:“) > 0 genau dann, wenn x € By, (z;). Also
ist flz =0und flgm g > 0.

Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass f glatt ist. Sei k = 1 und nehmen wir an, dass alle
partiellen Ableitungen von f von Ordnung < k — 1 existieren und stetig sind. Jede k-te

partielle Ableitung von g;gh (x;—:“) ist von der Form
(ra) Dih <x - xz)
. Ty

wobei Dih eine k-te Ableitung von h ist. Wenn k < ¢, dann ist (’;Z)gk Dih <x;—f1> < % Also

i—k
konvergiert ZZ]\; (gi)c- Dih (“2“) uniform auf R™ zu einer stetigen Funktion auf R — R
(wieder nach Weierstrass Majorantenkriterium). Es folgt, dass alle k-ten partiellen Ableitungen
von f existieren und stetig sind. Wir haben gezeigt, dass f glatt ist. Dies beweist unsere
Behauptung.

Wir nehmen nun
f=>fata

Da f, glatt ist (nach unserer eben bewiesenen Behauptung) und {1 }aca eine {Bg,}aca
untergeordnete Zerlegung der Eins, folgt, dass f wohldefiniert und glatt ist (wieder: da
{supp(¥a)}aeca lokal endlich ist, ist fiir jedes x € M 4 (x) # 0 fir nur endlich viele o € A, also
ist f wohldefiniert; f ist glatt, weil die f, und v, glatt sind.) O

5. TANGENTIALRAUME VON MANNIGFALTIGKEITEN

Wir werden zwei equivalente Definitionen von Tangentialvektoren sehen, die eine durch
Derivative und die andere durch Geschwindigkeitsvektorne von Kurven bei Punkten.
Lass uns ein einleitendes Beispiel machen, um das Konzept von Derivationen klarer zu machen.

Example 5.1. Intuitiv, wenn eine Mannigfaltigkeit in einem R" eingebettet ist:
A (A

G
a V

Fir a € R™ definieren wir R? := {a} x R" = {(a,v) | v € R"}. Wir schreiben v, := (a,v). Es gilt
Vg + We = (v + w)g und (cv), = ¢(vy), also ist R} ein R-Vektorraum. Ausserdem sind R} und
R} disjunkt, wenn b € R, a # b. Sei v, € R}}. Er definiert eine Abbildung

\\

Dyfu: CF(M) —> B, Dyluf = Dl(f)a = lecof(a+ t0)

welche R-linear ist (Dyla(cf) = cDyla(f)) und Dyla(fg) = f(a)Dyla(g) + g(a)Dyla(f)
(Leipniz-Regel / Produktregel). Wenn e; der i-te Standardvektor ist, dann haben wir

Do = %(a) und Dy cie;la = 25 ci%(a) (sieche Analysis IT).

Fiir v, € R} schreiben wir v, = ), vi(€;)q, Wo €; der ite Standardvektor ist, und bekommen
Dyla =2 Ui(%(a)

Wir nennen eine Abbildung w: C*(R"™) — R eine Derivation bei a € R", wenn w R-linear ist

und w(fg) = f(a)w(g) + g(a)w(f) Vf,ge CP(R"™). Wir schreiben T,R" fiir die Menge aller
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Derivationen bei a. Dann ist T,R™ ein R-Vektorraum durch (w; + w2)(f) := wi(f) + wa(f)
und (cw)(f) := c w(f).
Remark 5.2. Sei a € R, w e T,R™ und f, g e C*(R™). Dann gilt:
(1) Wenn f konstant ist, dann gilt w(f) = 0. In der Tat, sei f(z) = c. Dann ist
w(f) = cw(1), da w R-linear. Wir haben
w(l) =w(l-1) =1(a)w(l) + 1(a)w(1l) = 2w(1), also ist w(1) = 0.
(2) Wenn f(a) = g(a) = 0, dann gilt w(fg) = 0. Dies folgt aus der Produkt-/Leipnizregel.

Lemma 5.3. Seia € R™. Dann gilt:

(1) Fiir v, € RY ist D,|, eine Derivation.
(2) Die Abbildung vq — Dyl, ist ein Isomorphismus (von R-Vektorrdumen) R} — T,R™.

Proof. Die erste Aussage folgt aus der Kettenregel. Lass uns die zweite Aussage beweisen. Wir
bemerken, dass F': v, — Dy |q linear ist: F'(cvy) = Deyla = 2 cviﬁ(a) = ¢Dyl, und

F(vg + wq Dyiwla = D(vi + wi)é%i(a) = Dyla + Dyla-

F ist injektiv: Sei v, € R}, so dass Dylq = 0. Dann gilt 0 = Dyla(z;) = >, vl-a%i(:z:j)(a) = vj fiir
alle j =1,...,n. Also ist v, = 0,.

F ist surjektiv: Sei w € T,R™ und v; := w(x;), i =1,...,n (wobei z;: R” — R die i-te
Koordinate ist). Sei v := vi(e1)q + - - + vUn(€n)q. Wir zeigen, dass D, |, = w. Dazu, sei

f: R® — R glatt. Dann gilt (siche Analysisvorlesung, sonst Ubung)

1 2
) + Z axl ) + Z —a;)(z; — a])f (1-1) 55‘2‘;%‘ (a+t(x —a))dt

0

) Ua,+’LUa,i(U+’UI)a

Nach Remark 5.2 folgt

1 2
w(f) = Z oy (@@ —a)) + w( (i — a;)(z; — ay) f (1—1) ajiéij (a+ t(z — a))dt)

ij 0
Rmk 5.2
e Z ax —a;))
3

- Z g(a)(w(l’z) —w(a;))

Rmk 5.2 of
Z 5331 ; Tm(a)vi = Dv’af
Il
Corollary 5.4. V a € R", (am1 las -« % o) st eine Basis von T,R™. Insbesondere
dim T,R™ = n.

Proof. Wir nehmen den Isomorphismus R}, — 7},R"™ von Lemma 5.3 und bemerken, dass er
nach Konstruktion (e;), auf a%i|a schickt fir alle i = 1,...,n. O

Wir verallgemeinern dieses Konzept jetzt.

Definition 5.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Eine Derivation bei p ist eine
lineare Abbildung v: C*(M) — R, so dass v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f). Wir schreiben T, M
fiir die Menge der Derivationen von M bei p und nennen sie Tangentialraum von M bei p.

Lemma 5.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, pe M, ve T,M und f,g e C*(M). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(1) Wenn f eine konstante Funktion ist, dann gilt v(f) = 0.
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(2) Wenn f(p) = g(p) =0, dann gilt v(fg) = 0.
Proof. Wie Remark 5.2. O

Um die abstrakten Tangentialrdume, die wir auf Mannigfaltigkeiten definiert haben, mit den
geometrischen Tangentialrdumen in R™ zu verkniipfen, miissen wir untersuchen, wie glatte
Abbildungen Tangentialvektoren beeinflussen. Im Fall einer glatten Abbildung zwischen
euklidischen Réumen ist die totale Ableitung der Abbildung an einem Punkt (représentiert
durch ihre Jacobimatrix) eine lineare Abbildung, die die ,beste lineare Approximation* der
Abbildung in der Nihe des gegebenen Punktes darstellt. Im Fall von Mannigfaltigkeiten macht
es keinen Sinn, von einer linearen Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten zu sprechen.
Stattdessen handelt es sich um eine lineare Abbildung zwischen Tangentialrdumen.
Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten mit oder ohne Rand und F' : M — N eine glatte
Abbildung. Fir jedes p € M definieren wir eine Abbildung, das Differential von F' in p, wie
folgt:
DF, : TyM — Tp)N,
Fir v e T,M setzen wir dF,(v) die Derivation in F'(p), so dass fiir f € C*(N) gilt:
DFy(v)(f) :=v(fo F).
Bemerke: wenn f o F'e C*(M), dann ist f € C*(N) und somit macht v(f o F') Sinn. Der
Operator DF,(v) : C*(N) — R ist linear, da v linear ist, und es ist eine Derivation in F'(p),
da fiir beliebige f,g e C*(N) gilt:
DF,(v)(fg) =v((fg)o F) =v((fo F)(go F)) = f(F(p)v(go F) + g(F(p))v(f o F).
Proposition 5.7. Seien M, N und P glatte Mannigfaltigkeiten, F : M — N und
G : N —> P glatte Abbildungen, und p € M. Dann gilt:
(1) DF, : TyM — Tp,)N ist linear.
(2) D(G 9] F)p = DGF(p) o DFp : TpM —_—> T(GoF)(p)P-
(3) D(Idyr)y = Idg,ng 2 TyM — T, M.
(4) Wenn F ein Diffeomorphismus ist, dann ist DFy, : Ty,M — Tp N ein
Isomorphismus und es gilt
(DFp)_l = D(F_I)F(p)-
Proof. Seien v,w e T,M, f e C*(N), fe C*(P).
(1) Es gilt
def def def
dF,(v+w)(f) = +w)(foF) = v(foF)+w(foF) = dF,(v)(f)+ dFy(w)(f)
= (dFp(v) + dFp(w))(f).
Also gilt DF,(v 4+ w) = dF,(v) + dF,(w).

(2) Es gilt
D(G o F),(0)(f) Y v(f o (GoF)) =v((goG)oF)
_ DFp(’U)(g 5 G) DFp(U):deran:tion w in F(p) w(g 5 G)
= DGy (w)(f) “TE" (DG (D) (1)) (9):
Also gilt D(G o F'), = DG, o dF,
(3) Es gilt

D(Idn)p(v)(f) = v(f o Ida) = v(f), VfeCr(M).
Also gilt D(IdM)p = idTpM-

(4) Wir haben idr, ;& D(Idyr), = D(F~1o F), € D(F-1)p,) o DF, O

Lemma 5.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand, p € M und v e T,M.
Wenn f,ge C*®(M) in einer Umgebung von p tdbereinstimmen, dann gilt v(f) = v(g).
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Proof. Sei h = f — g, sodass h eine glatte Funktion ist. Sie ist null in einer Umgebung von p.
Sei ¢ € C*(M) eine glatte Hiigelfunktion, die identisch gleich 1 auf dem Support von h ist und
deren Supoprt in M\{p} enthalten ist. Da ¢ = 1 dort, wo h # 0 ist, ist das Produkt ¢h
identisch gleich h (da, wo h nichtnull ist). Da h(p) = ¢(p) = 0, impliziert Lemma 5.6, dass
v(ph) = 0. Da h = ¢h auf supp(h) und h = ¢h = 0 da, wo h Null ist, folgt v(¢ph) = 0. Aus der
Linearitdt von v folgt v(f) = v(g). O

Wir kénnen somit den Tangentialraum einer offenen Untermannigfaltigkeit mit dem
Tangentialraum der gesamten Mannigfaltigkeit identifizieren:

Lemma 5.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei U < M eine offene Teilmenge, und sei
t: U — M die Inklusionsabbildung. Fiir jedes p € U ist das Differential Dy : T,U — T,M ein
Isomorphismus.

Proof. Injektivitét: sei v € T,U und Duy(v) = 0 € T, M. Sei B eine Umgebung von p, sodass

B c U. Wenn f € C*(U) beliebig, impliziert Lemma 4.12, dass es ein f € C®(M) gibt, sodass
f=fauf B.Da fund f |u glatte Funktionen auf U sind, die in einer Umgebung von p
iibereinstimmen, impliziert Lemma 5.8, dass

vf = o(flu) = v(f o) = Dip(v)(f) = 0.
Es folgt, dass v = 0. Also ist Dy, injektiv.
Surjektivitit: sei w € T, M. Definiere einen Operator v : C*(U) — R durch vf := w(f), wobei
f eine beliebige glatte Funktion auf M ist, die mit f auf U iibereinstimmt (existiert nach

Lemma 4.12). Nach Lemma 5.8 ist v(f) unabhéngig von der Wahl von f, also ist v
wohldefiniert. Wir bemerken, dass v(f) eine Derivation in p ist. Fiir jedes g € C*(M) gilt

Duy(v)(g) = v(g o) = w(g),

also ist Dy, surjektiv. O

Remark 5.10. Fiir eine offene Teilmenge U < M ist der Isomorphismus D¢, zwischen T,,U
und 7, M kanonisch definiert, unabhéngig von Wahlmoglichkeiten. Von nun an identifizieren
wir T,U mit T),M fiir jeden Punkt p € U. Diese Identifikation entspricht

Duy(v)(g) = v(got) = w(g) von oben.

Proposition 5.11. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist fiir jedes
p € M der Tangentialraum T,M ein n-dimensionaler Vektorraum.

Proof. Fiir ein p € M sei (U, ) eine glatte Karte mit p € U. Da ¢ ein Diffeomorphismus von U
auf eine offene Teilmenge V' < R" ist, folgt aus Lemma 5.7, dass dy, ein Isomorphismus von
TpU auf T,V ist. Nach Lemma 5.9 ist T, M ~ T,U und T,V ~ T, R™. Es folgt

dim 7T, M = dim T@(p)Rn =n.
O

Proposition 5.12. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit seiner standardmdfSigen
glatten Mannigfaltigkeitsstruktur (siehe Ubungen). Fiir jeden Punkt a € V ist die Abbildung
d
CP(V)sv— Dv|g = —
(V)5 Ula dtlt=0
ein kanonischer Isomorphismus von V' nach T,V , sodass fiir jede lineare Abbildung
L:V — W folgendes Diagramm kommutiert:

fla+tv)eR

V =~ T,V
Ll L dLqg
w o~ T,W

Proof. Wir wéhlen eine Basis von V und kénnen den Beweis von Lemma 5.3 wiederholen, um
zu zeigen, dass Dv|, eine Ableitung in a ist und dass die Abbildung v — Du|, ein Iso ist.
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Sei L : V. — W eine lineare Abbildung. Da ihre Komponenten beziiglich beliebiger Basen von
V und W lineare Funktionen der Koordinaten sind, ist L glatt. Es gilt fir f e C*(W):

dLo(Dvla)(f) Dola)(foL) 2 L (o Dya+ o)

dtlt=0

inear d
ptmer 8| f(I(a) + L)) = Dyl ()

Also kommutierte das obige Diagramm. O

def:dLa (

Remark 5.13. Soweit ist alles sehr abstrakt. Wir sehen jetzt, wie man mit
Tangentialvektoren und Differentialen in lokalen Koordinaten rechnen kann. Sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit, und (U, ) sei eine glatte Koordinatenkarte auf M. Dann ist ¢ insbesondere
ein Diffeomorphismus von U auf eine offene Teilmenge U, < R". Es folgt von Proposition 5.7
und Lemma 5.9, dass dpp : T,M — T,,,)R" ein Isomorphismus ist. Nach Corollary 5.4 bilden
% o(p) a%an(p) eine Basis von Tj,,)R". Also bilden die Urbilder dieser Vektoren unter
dem Isomorphismus dy,, eine Basis von T, M (siche Proposition 5.12). In Ubereinstimmung mit
unserer Konvention, Koordinatenkarten wenn moglich als Identifikationen zu behandeln,
verwenden wir die Notation -2 » fiir diese Vektoren:

ox?
0 _ 0 Prop 5.7 _ 0
0 o 1 Y D 1 v
<5ﬂfz‘) ox;'P (dep) (5%’ ’w(p)) N d%p(p) <(33:i @(p)) :
Wir bemerken, dass fir f € C*(U) gilt:
0 1 0 0 1
(o) 0= 52hy (o) 0 = et 227

Mit anderen Worten ist =- |1l7 einfach die Ableitung, die die i-te partielle Ableitung der

ox;
(Koordinatendarstellung von) f an der (Koordinatendarstellung von) p nimmt. Die Vektoren

2| werden die Koordinatenvektoren an p genannt, die mit der Karte (U, ¢) assoziiert sind.

(?:I?i p
Im Spezialfall der Standardkoordinaten auf R sind die Vektoren =2 » buchstéblich die

oxt

partiellen Ableitungsoperatoren.

Definition 5.14. Nach der obigen Bemerkung, kann ein Tangentialvektor v € T, M eindeutig

als Linearkombination v = Y, Ui%

p Vi € R, geschrieben werden. Die geordnete Basis

(a—il P % p) wird als Koordinatenbasis von T\, M bezeichnet und v1,...,v, € R werden

die Komponenten von v beziiglich der Koordinatenbasis genannt.

Wenn v bekannt ist, kénnen seine Komponenten folgendermassen berechnet werden: wir
denken z; als glatte Funktion auf U und dann

& 0 ox;
U(:L'j) =0 (Z Uia.%"|p> (:E]) = UZ‘T;L) = viéij = U4,
i=1 ’ E

wobei d;; das Kronecker-Delta ist.

Alternative Definition des Tangentialraumes einer glatten Mannigfaltigkeit.

Wenn M eine Mannigfaltigkeit ist, definieren wir eine (parametrisierte) Kurve in M als eine
stetige Abbildung v : J — M, wobei J € R ein offenes Intervall ist. Sei tg € J. Wir definieren
die Geschwindigkeit 7/(tg) von v bei ty als

d
¥ (to) = i@, Y(t) € Ty (10) M;
0
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wobei %| ;, der Standard-Koordinatenbasisvektor in TR ist.

v
d

t? - R _\‘f R
Sei f e C*(M). Dann gilt:
d d
Y@ () =y (Gl ) () = G727 = (£

Also ist 7/(tp) die Derivation bei t(, die durch die Ableitung einer Funktion entlang der Kurve
~ erhalten wird.

Nun sei (U, ¢) ein glattes Koordinatenchart mit Koordinatenfunktionen {z;}. Wenn ~(to) € U,
kénnen schreiben wir v als v(t) = (z1(t), ..., z,(t)) fir ¢, welche hinreichend nahe bei #( liegen.
Mit den obigen expliziten Koordinatenrechnungen bekommen wir (Studenten sollen versuchen
es nachzurechnen)

d

!
to) = —
7' (to) o

RCE (;txl(t), o jtxn(t)> .

Proposition 5.15. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Dann ist jedes v € T,M die
Geschwindigkeit einer glatten Kurve in M.

Proof. Sei (U, ¢) eine glatte Koordinatenkarte, so dass p € U und ¢(p) = 0, und schreibe

V= Zi:l Vigg: ‘p. Fiir ein hinreichend kleines € > 0, sei

yi(—€€) — U, te o L(toy,... tu,)
Dies ist eine glatte Kurve mit v(0) = p und 7/(0) = Uia%i‘p = 0. O

Sei p ein Punkt von M. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller glatten
Kurven der Form v : J — M, wobei 0 € J < R ein offenes Intervall ist, so dass v(0) = p:
Gegeben zwei solche Kurven v : J1 — M und 75 : Jo — M, sagen wir, dass 1 ~ 79, wenn
(L(fom)(t))|i—o = (L (f 072)(t))|e=o fiir jede glatte, recllwertige Funktion f, die in einer
Umgebung von p definiert ist. Sei V, M die Menge der Aquivalenzklassen. Proposition 5.15
induziert eine surjecktive Abbildung T,M — V,M, v — ~'(0), wobei

vi(—€€) — U, tw o Ytvy,...,tv,) und (U, ) wie im Beweis von Proposition 5.15 sind.
Diese Abbildung ist injektiv nach Definition von 4/(0) und der Aquivalenzrelation zwischen
Kurve.

Der Tangentialraum an M bei p wird auch oft als die Menge V, M definiert. Diese Definition
hat den Vorteil, dass sie geometrisch intuitiver ist, hat jedoch den Nachteil, dass die Existenz
einer Vektorraummodellstruktur auf V, M nicht offensichtlich ist.

Das Tangentenbiindel Mannigfaltigkeit.
Oft ist es niitzlich, die Menge aller Tangentialvektoren an allen Punkten einer Mannigfaltigkeit
zu betrachten. Gegeben eine glatte Mannigfaltigkeit M, definieren wir das Tangentialbiindel
von M als

T™ := | | T,M.

peM

Ein Element schreiben wir als geordnetes Paar (p,v) mit p e M und v € T,M. Das
Tangentialblindel kommt mit einer natiirlichen Projektionsabbildung

m:TM — M, (p,v) — p
Wir haben eine kanonische Injektion T, M — TM, v — (p,v).
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Example 5.16. Sei M = R". Nach Lemma 5.3 haben wir einen natiirlich Isomorphismus
R — T,R"™, v, — Dy|,. Wir haben also eine natiirlich Identifikation

TR" = | | T.R" — | | RY = | | ({a} x R") =R" x R"
acR™ aeR"™ aeR”

Dv’a — Vg

Ein Element (a,v) dieses kartesischen Produkts kann entweder als der geometrische
Tangentialvektor v, oder als die durch (3.1) definierte Ableitung D, |, betrachtet werden.

Im Allgemeinen ist das Tangentialbiindel kein Produkt, wie wir spater sehen.

Proposition 5.17. Fiir jede glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit M besitzt das
Tangentialbiindel T M eine natiirliche Topologie und eine glatte Struktur, die es zu einer
2n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit machen. Mit dieser Struktur ist die Projektion
m:TM — M glatt.

Proof. Sei (U, ) eine glatte Karte von M. Dann ist 771 (U) < TM die Menge aller
Tangentialvektoren an M in allen Punkten von U. Seien (z1,...,z,) die
Koordinatenfunktionen von . Wir definieren

@Z?Til(U)—>]R2n7 @(pﬂ)) =@ <Zvlail|p> = (ml(p)7...7:tn(p),111,...,Un)-

™ R2”

Wir haben @(771(U)) = ¢(U) x R” und ¢ ist ist eine Bijektion auf ihr ¢(7~1(U)) mit
Umkehrabbildung
sol(x)>

Seien (U, o) und (V, 1)) zwei glatte Karten von M, und seien (U, @), (V,) die
entsprechenden Karten auf T'M. Die Mengen

G Y U) n 7 Y (V) = (U V) x R"

5~ _ 0
¥ 1(x17...,33n;111,...,’l)n) = ((10 1(x)’Zviai:Ei

i

und
D(a ' U)na N (V) =o(U V) xR

sind offen in R?", und die Ubergangsabbildung ) o (@)L (U A V) x R®" — R?" ist nach
Lemma 5.13

o B oY;

YoP (T1ye oy Ty Uy ne, ) = <w1(m), oy (), am(:lc)vj> .

J

Diese Abbildung ist glatt. Wir withlen eine abzéihlbare Uberdeckung {U;} von M durch glatte
Karten. Sie induziert eine eine abzihlbare Uberdeckung von TM durch Karten {7~1(U;)}. Sie
erfiillen die Bedingungen von Lemma 3.8(i)—(v). (Um die Hausdorff-Bedingung (v) zu
iiberpriifen, beachte, dass sich zwei Punkte in derselben Faser von 7 in einer einzigen Karte
befinden. Falls hingegen (p,v) und (g, w) in verschiedenen Fasern liegen, so existieren disjunkte
glatte Koordinatenbereiche U, V' fiir M mit p € U und g € V, sodass 7~ }(U) und 7= (V)



20

disjunkte Koordinatenumgebungen sind, die (p,v) bzw. (¢, w) enthalten.) Also hat TM eine
glatte Struktur.

Um zu sehen, dass 7w glatt ist, beachte, dass ihre Koordinatendarstellung in Bezug auf die
Karten (U, ) fiir M und (7=*(U), @) fiir TM gegeben ist durch 7(z,v) = x. O

Ubung: Zeige, dass die Identifikation in Beispiel 5.16 ein Diffeomorphismus zwischen glatten
Mannigfaltigkeit ist.

Zuriick zu glatten Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeit.

Die wichtigste linear-algebraische Eigenschaft einer linearen Abbildung ist ihr Rang.
Tatséchlich ist der Rang die einzige Eigenschaft, die verschiedene lineare Abbildungen
unterscheidet, wenn wir frei sind, Basen fiir den Definitionsbereich und den Zielbereich
unabhéngig voneinander zu wéhlen.

Definition 5.18. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, pe M und F': M — N eine
glatte Abbildung. Wir definieren den Rang von F' bei p als den Rang der linearen Abbildung
dFy, : TyM — Tp)N. Dies ist der Rang der assoziierten Jacobi-Matrix von dF), beziiglich
jeder Wahl von glatten Karten, und rank(F') = dim Im(dF,).

Wenn F' an jedem Punkt von M denselben Rang r hat, sagen wir, dass es konstanten Rang
hat, und schreiben rank(F') = r.

Wenn dF,, = max{dim M,dim N}, sagen wir, dass F' bei p vollen Rang hat. Wenn F' bei jedem
Punkt von M vollen Rang hat, sagen wir, dass F' vollen Rang hat.

Definition 5.19. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F': M — N eine glatte
Abbildung.

e Wir nennen F eine glatte Submersion, wenn ihr Differential an jedem Punkt surjektiv
ist (oder dquivalent, wenn rank F' = dim V).

e Sie wird eine glatte Immersion genannt, wenn ihr Differential an jedem Punkt injektiv
ist (dquivalent, wenn rank F' = dim M).

e Sie wird eine glatte Einbettung genannt, wenn F': M — N ein Homdéomorphismus auf
sein Bild und eine Immersion ist.

Example 5.20. (1) Seien My, ..., M} glatte Mannigfaltigkeiten. Dann ist jede der
Projektionsabbildungen 7; : My x - -+ x M — M, eine glatte Submersion.
Insbesondere ist die Projektion 7 : R*** — R™ eine glatte Submersion.

(2) Seiy:J —> M eine glatte Kurve in einer glatten Mannigfaltigkeit M, dann ist -y
genau dann eine glatte Immersion, wenn ~/(¢t) # 0 fiir alle ¢ € J.

(3) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 7'M ihr Tangentialbiindel (eine
Mannigfaltigkeit nach Proposition 5.17). Dann ist die Projektion 7 : TM — M eine
glatte Submersion. (Lokal, auf Karten, ist es wirklich eine Projektion.)

(4) Die glatte Abbildung X : R? — R3, definiert durch

X (u,v) = ((2 4 cos 2mu) cos 27w, (2 + cos 27u) sin 27v, sin 27u) |

ist eine glatte Immersion, deren Bild die torusférmige Fléche ist, die durch Rotation
des Kreises (y — 2)% + 22 = 1 in der (y, z)-Ebene um die z-Achse entsteht

z y-22+z2=1
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(5) Die Abbildung v: R — R2 ~(¢) = (¢3,0), ist eine glatte Abbildung und ein
Homo6omorphismus auf sein Bild, aber sie ist keine glatte Einbettung, da 7/(0) = 0.

(6) Sei X die Kurve parametrisiert durch 3 : (=, 7) — R2, B(t) = (sin 2t,sint). Wir
haben X = B((—m,m)) = {(z,y) | #* = 4*(1 — *)}.

B eine injektive glatte Immersion, da 3'(t) # 0 fiir alle t € R. 3 ist jedoch kein
Homo6omorphismus auf ihr Bild da X kompakt und (—m, 7) nicht kompakt ist.

Lemma 5.21. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und p € M.
Wenn dF, surjektiv ist, dann existiert eine Umgebung U von p, so dass F|y eine Submersion
ist. Wenn dF, injektiv ist, dann existiert eine Umgebung U von p, so dass F|y eine Immersion
15t.

Proof. Wenn wir beliebige glatte Koordinaten fiir M in der Ndhe von p und fiir N in der Néhe
von F'(p) wéhlen, bedeutet jede der beiden Hypothesen, dass die Jacobimatrix von F' in diesen
Koordinaten bei p vollen Rang hat.

Ubung: Sei m = dim M und n = dim N. Dann ist die Menge der m x n Matrizen mit vollem
Rang eine offene Teilmenge von M,,,(R). Da F' glatt ist, ist DF), stetig in p. Es folgt dass die
Jacobimatrix von F' in einer Umgebung von p vollen Rang hat. |

Definition 5.22. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung F': M — N ist
ein lokaler Diffeomorphismus, wenn fir jeden Punkt p € M eine Umgebung U von p existiert,
so dass F'(U) offen in N ist und F|y: U — F(U) ein Diffeomorphismus ist.

Theorem 5.23 (Inverse Funktionensatz fiir Mannigfaltigkeiten). Seien M und N glatte
Mannigfaltigkeiten, p € M und F: M — N eine glatte Abbildung. Wenn dF,, invertierbar ist,
dann gibt es zusammenhdngende Umgebungen Uy von p und Vy von F(p), so dass

Flu,: Uy — Vi ein Diffeomorphismus ist.

Proof. Die Tatsache, dass dF), bijektiv ist, impliziert, dass M und N die gleiche Dimension

n := dim M haben. Wir wihlen glatte Karten (U, ¢) mit p € U und ¢(p) = 0, und (V, ),

F(p) € V und ¥(F(p)) = 0, so dass mit F(U) € V. Dann ist G := 1o Fopt: p(U) — (V)
eine glatte Abbildung und G(p) = 0. Da ¢ und ¢ Diffeomorphismen sind, ist

dG = dip o dF o dp~! und darum ist dG, invertierbar. Der Inverse Funktionensatz (Analysis II)
impliziert, dass es zusammenhéngende offene Teilmengen U’ < ¢(U) und V' < ¢ (V) gibt, die 0
enthalten, so dass G|y:: U’ — V' ein Diffeomorphismus ist. Dann sind Uy = ¢~ }(U’) und

Vo = ¢~ 1(V') zusammenhingende Umgebungen von p und F(p), und es folgt, dass

Fly,: Uy — Vj ein Diffeomorphismus ist. O

Wir haben folgende Eigenschaften, welche aus der Definition von lokalen Diffeomorphismen,
Proposition 5.7 und Lemma 5.9 folgen.

Lemma 5.24 (Ubung).
e Jede Komposition von lokalen Diffeomorphismen ist ein lokaler Diffeomorphismus.
o Jedes endliche Produkt von lokalen Diffeomorphismen zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten ist ein lokaler Diffeomorphismus.
o Jeder lokale Diffeomorphismus ist ein lokaler Homdéomorphismus und eine offene

Abbildung.
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e Die Finschrinkung eines lokalen Diffeomorphismus auf eine offene Teilmannigfaltigkeit
ist ein lokaler Diffeomorphismus.

o Jeder Diffeomorphismus ist ein lokaler Diffeomorphismus.

o Jeder bijektive lokale Diffeomorphismus ist ein Diffeomorphismus.

e Fine Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten ist ein lokaler Diffeomorphismus
genau dann, wenn sie in einer Nachbarschaft jedes Punktes ihrer Definitionsmenge
eine koordinierte Darstellung hat, die ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Proposition 5.25. Sei F': M — N eine Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.

(1) F ist genau dann ein lokaler Diffeomorphismus, wenn es sowohl eine glatte Immersion
als auch eine glatte Submersion ist.

(2) Wenn dim M = dim N und F entweder eine glatte Immersion oder eine glatte
Submersion ist, dann ist es ein lokaler Diffeomorphismus.

Proof. (1) Angenommen, F' ist ein lokaler Diffeomorphismus. Fiir p € M gibt es eine
Nachbarschaft U von p, sodass F' ein Diffeomorphismus von U auf F(U) ist. Es folgt dann,
dass dF}, : T,M — Tp(,) N ein Isomorphismus ist mit (dF,)~" = d(F~')p(,) (Ubung). Somit
gilt rank F' = dim M = dim N, sodass F' sowohl eine glatte Immersion als auch eine glatte
Submersion ist. Umgekehrt, wenn F sowohl eine glatte Immersion als auch eine glatte
Submersion ist, dann ist dF}, ein Isomorphismus fiir jedes p € M, und der Umkehrsatz fiir
Mannigfaltigkeiten (Theorem 4.5) zeigt, dass p eine Nachbarschaft hat, auf der F' auf seinem
Bild einen Diffeomorphismus einschrankt. Dies beweist (a).

(2) Wenn M und N die gleiche Dimension haben, dann bedeutet entweder die Injektivitét oder
die Surjektivitdt von DF), Bijektivitat, sodass F' eine glatte Submersion ist, genau dann, wenn
es eine glatte Immersion ist. Daher folgt (2) aus (1). O

Theorem 5.26 (Rang-Theorem). Seien M und N sind glatte Mannigfaltigkeiten mit

dimM = m und dim N =n, und F: M — N ist eine glatte Abbildung mit konstantem Rang
r. Fir jedes p e M existieren glatte Karten (U, ) fir M mit p e U und (V,v) fir N mit
F(p)eV, so dass F(U) €V und F in diesen Koordinaten die Darstellung

(1) F(y)=(m1,...,xr,0,...,0)
hat. Insbesondere gilt:

e Fulls F' eine glatte Submersion ist, so gilt F(y) = (x1,...,Zy).
e Fulls F eine glatte Immersion ist, so gilt F(y) = (x1,...,2m,0,...,0).

Proof. Da der Satz eine lokale Aussage ist, konnen wir durch geeignete Wahl von Karten M
und N durch offene Teilmengen U € R™ und V < R” ersetzen. Die Annahme, dass
rankDF}, = r, bedeutet, dass eine r x r-Untermatrix von DF), eine nichtverschwindende

Determinante besitzt. Durch permutation der Koordinaten nehmen wir an, dass dies die obere
J0F;
ox;

linke Untermatrix ( > fur ¢,7 =1,...,r ist.

Wir fithren die Standardkoordinaten als (z,vy) = (1,...,Zr, Y1,- -+, Ym—r) € R™ und

(v,w) = (V1,...,Vp,W1,..., Wn—r) € R™ ein. Durch eine Translation der Koordinaten kénnen

wir annehmen, dass p = (0,0) und F(p) = (0,0). Sei F(z,y) = (Q(x,y), R(z,y)) mit

Q: U — R" und R: U — R"77 glatt. Die Annahme, dass rankDF}, = r impliziert, dass
0Q;

det (42 (0,0) # 0.

Wir definieren ¢ : U — R™, p(z,y) = (Q(x,y),y). Dann gilt

0Qi 0Q;
9i(0,0) (o,0>] |
I,

Dy(0,0) =

wobei I, die Einheitsmatrix ist. Da Dp(0,0) invertierbar ist, existieren nach Theorem 5.23
(Inversen Funktionensatz) Umgebungen Uy € U und Uy < R™, sodass ¢: Uy —> Uy ein
Diffeomorphismus ist. Wir kénnen annehmen, dass Uy ein offener Wiirfel um (0, 0) ist.
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Sei o (z,9) = (A(z,y), B(z,y)) (und A: Uy — R", B: Uy —> R™ " glatt). Dann gilt
(z,9) = ¢(A(z,y), B(z,y)) = (Q(A(2,y), B(z,y)), B(x,y))
Es folgt: y = B(z,y) und =z = Q(A(z,y), B(z,vy)) = Q(A(x,y),y) und dann
o~ (z,y) = (A(z,y).),
Fog™(z,y) = (QA(z,9),), R(A(z,y).y)) = (z, R(z,y)),
mit R: Uy — R™", (z,y) = R(A(z,y),y). Es folgt

I, 0 N
D(F oo Yay) = | sp . Y(z,y)eUy.

Da die Komposition mit einem Diffeomorphismus den Rang einer Abbildung nicht verdndert,
hat diese Matrix tiberall Rang r in U)). Die ersten r Spalten sind linear unabhéngig. Daher ist
aR = 0 auf U} fir alle 7, j. Da Uy ein Wiirfel ist, folgt, dass R

unabhéngig von (yl,;. o Ym— r) ist.
Wir setzen S(z) := R(z,0) und erhalten

(2) Foy l(z,y) = (z,5(x)).

Um den Beweis zu vervollstdndigen, miissen wir eine geeignete glatte Karte in einer Umgebung

von (0,0) € V' definieren. Sei Vp = {(v,w) € V| (v,0) € Up} € V. Dann ist Vj eine Umgebung

von (0,0). Da Uy ein Wiirfel um (0, 0) ist und F o ¢! die Form (z, S(x)) hat, folgt, dass
F(U) = F o™ (0o) < V.

Definiere ¢ : Vj — R", (v, w) = (v, w — S(v)). Diese Abbildung ist ein Diffeomorphismus auf
ihr Bild, da ihre Inverses ¢~ 1(s,t) = (s,t + S(s)) und S glatt ist. Also ist (Vo,) eine glatte
Karte. Es folgt aus (2), dass

ooy (a,y) = bz, S()) = (2, S(x) - 5()) = (2,0).
|

Corollary 5.27. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, M zusammenhdngend, und sei
F: M — N eine glatte Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Fiir jedes p € M existieren glatte Karten von M und N, die resp. p und F(p)
enthalten, in denen die Koordinatendarstellung von F linear ist.
(2) F hat konstanten Rang.

Proof. (1)=>(2): Angenommen, F besitzt eine lineare Koordinatendarstellung in einer
Umgebung jedes Punktes. Da jede lineare Abbildung konstanten Rang hat, folgt, dass der
Rang von F' in einer Umgebung jedes Punktes konstant ist. Aufgrund der
Zusammenhangseigenschaft von M ist der Rang somit auf ganz M konstant.

(2)=(1): Falls F konstanten Rang hat, zeigt der Theorem 5.26, dass F' in einer Umgebung
jedes Punktes eine lineare Koordinatendarstellung hat. ]

Theorem 5.28 (Global Rank Theorem). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, und sei
F: M — N eine glatte Abbildung mit konstantem Rang. Dann gilt:

(1) F surjektiv = F eine glatte Submersion.
(2) F injektiv = F eine glatte Immersion.
(8) F bijektiv = F ein Diffeomorphismus.

Proof. Sei m = dim M und n = dim N.

(1) Nehmen wir an, dass F' keine glatte Submersion ist, d.h. 7 < n. Nach Theorem 5.26
existieren fiir jeden p € M glatte Karten (U, ¢) von M und (V,4) von N mit p € U und
F(p) € V, sodass F(U) < V und so dass F' in dieser Koordinatendarstellung die Form
F(z) = (z1,...,2,,0,...,0) hat.
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Falls notig, verkleinern wir U, sodass es eine offene Koordinatenkugel ist und F(U) < V gilt.

Es folgt, dass F(U) eine kompakte Teilmenge der Menge {y € V' | yp41 = -+ = y,, = 0} ist.

Somit ist F'(U) eine abgeschlossene Teilmenge von N, die keine offene Teilmenge von N
enthilt und daher nirgendwo dicht in N ist (dh IntF(U) = @; IntF(U) ist die grosste offene
Teilmenge von F(U)). Da jede offene Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit eine abzihlbare
Teiltiberdeckung besitzt (nach Parakompaktheit, siehe Lemma 2.10), kénnen wir eine
abzahlbare Familie von solchen Karten {(U;, ;)} wéhlen, die M tiberdecken, mit

entsprechenden Karten {(V;,;)}, die F(M) iiberdecken.

F
M R N

F(U)

Da F(M) die abzahlbare Vereinigung der nirgendwo dichten Mengen F'(U;) ist, folgt aus dem
Baireschen Kategoriensatz (siche Funktionalanalysis), dass F'(M) ein leeres Inneres in N hat.
Das bedeutet, dass F' nicht surjektiv sein kann.

(2) Nehmen wir an, dass F' keine glatte Immersion ist, also 7 < m. Nach dem Theorem 5.26
konnen wir fiir jedes p € M Karten um p und F(p) wihlen, in denen F' Koordinatendarstellung
(1) hat. Daraus folgt, dass F(0,...,0,e) = F(0,...,0,0) fiir jedes hinreichend kleine € > 0.
Also ist F' nicht injektiv.

(3) Eine bijektive glatte Abbildung mit konstantem Rang nach (1) eine glatte Submersion und
nach (2) eine glatte Immersion ist. Somit impliziert Proposition 5.25, dass F' ein lokaler
Diffeomorphismus ist, und da F' bijektiv ist, folgt, dass F' ein Diffeomorphismus ist. O

Proposition 5.29. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F': M — N eine injektive
glatte Immersion. Falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist, dann ist F eine glatte
FEinbettung:

(1) F ist eine offene oder abgeschlossene Abbildung.

(2) F ist eine eigentliche (proper) Abbildung (dh das Urbild jeder kompakten Menge ist
kompakt).

(8) M ist kompakt.

(4) dim M = dim N.

Proof. (1) Wenn F eine offene oder abgeschlossene Abbildung ist, dann ist es ein
Homdoomorphismus auf sein Bild F'(M) < N. Nach Definition 5.19, ist F' eine glatte
Einbettung.

(2) Eigentliche Abbildungen zwischen lokal kompakten Hausdroff topologischen Réumen sind
abgeschlossen (Ubung). Die Behauptung folgt dann aus (1).

(3) Sei M kompakt und A < M abgeschlossen. Dann ist A kompakt und somit F'(A) kompakt
(weil F stetig ist). Da N Hausdorff ist, ist A abgeschlossen (Ubung). Die Behauptung folgt
jetzt aus (1).

(4) Sei dim M = dim N. Nach Proposition 5.25(2) ist F': M — N ein lokaler
Diffeomorphismus, im Speziellen also eine offene Abbildung. Die Behauptung folgt aus (1). O

Proposition 5.30. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F': N — M eine glatte
FEinbettung. Setze S = F(N). Mit der induzierten Topologie (Unterraumtopologie) ist S eine
topologische Mannigfaltigkeit, und es existiert eine eindeutige glatte Struktur auf S, so dass die
Inklusion S — M eine glatte Finbettung ist und F: N — S ein Diffeomorphismus ist.

Wir nennen F(NV) eine eingebettete Untermanigfaltigkeit von M.
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Proof. Wenn wir S die Unterraumtopologie von M geben, dann bedeutet die Annahme, dass F’
eine Einbettung ist insbesondere, dass F' als ein Homéomorphismus von N nach S ist. Somit
ist S eine topologische Mannigfaltigkeit.

Glatte Struktur auf S: Wir nehmen die glatten Karten der Form (F(U), o F~1), wobei (U, ¢)
eine beliebige glatte Karte fiir N ist; die glatte Vertraglichkeit dieser Karten folgt unmittelbar
aus der glatten Vertréglichkeit der entsprechenden Karten fiir N. Mit dieser glatten Struktur
auf S ist die Abbildung F' ein Diffeomorphismus auf ihr Bild (essentially by definition), und
dies ist die einzige glatte Struktur mit dieser Eigenschaft.

Die Inklusionsabbildung S < M ist gleich

F—l
s NI m
also ist ein Diffeomorphismus gefolgt von einer glatten Einbettung, daher ist sie eine glatte

Einbettung. O

Lemma 5.31. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S < M eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit. Dann ist S genau dann proper eingebettet (S < M ist proper, i.e.
Urbilder von kompakt ist kompakt), wenn sie eine abgeschlossene Teilmenge von M ist.

Proof. (Ubung) Wenn S proper eingebettet ist, dann ist sie abgeschlossen. Umgekehrt, wenn S
in M abgeschlossen ist, dann ist die Inklusionsabbildung S < M proper. O

6. WHITNEY EMBEDDING

Definition 6.1. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeit und
p € M. Wir nennen p requlir von F', wenn DF),: T, M — T},,N surjecktiv ist. Wir nennen p
kritisch, wenn DF), nicht surjektiv ist.

Remark 6.2. (1) Wenn dim M < dim N, dann ist jeder Punkt von M kritisch bzgl. jeder
glatten Abbildung F': M — N.
(2) Jeder Punkt von M ist ein reguldrer Punkt von F' <= F ist eine Submersion.

Definition 6.3. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeit.
Ein Punkt c € N is ein reguldrer Wert von F, wenn jeder Punkt in F~!(c) ein regulirer Punkt
ist. Ansonsten ist ¢ ein kritischer Wert von F. Wenn c ein reguldrer Wert von F' ist, nennen
wir die Niveaumenge F~1(c) reguldr.

Definition 6.4. Eine Teilmenge X < R"™ hat (n-dimensionales) Mass null, wenn fiir jedes
§ > 0 eine abzihlbare Uberdeckung von X durch offene n-dimensionale Rechtecke {C;};
existiert, sodass Y}, Vol(C;j) < 6. (Dies dquivalent zu der Bedingung ist, dass das
Lebesgue-Mass von X null ist.)

Fig. 6.1 A set of measure zero

Example 6.5. (1) Wenn X < R™ Mass Null hat und zy € R", dann hat auch
xo+ X ={zo+a|ae X} Mass Null.
(2) Jede Teilmenge einer Menge mit Mass Null in R™ hat ebenfalls Mass Null.
(3) Eine abzéahlbare Vereinigung von Mengen mit Mass Null in R™ hat Mass Null.
(4) Falls k < n, dann hat jede Teilmenge von R¥ = (24,1 = --- = 2, = 0) = R” Mass Null
in R".
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Lemma 6.6. (1) Sei A < R™ eine kompakte Teilmenge, deren Schnitt mit
{x eR" |z, = c} SR fiir jedes c € R Mass Null in R"~! hat. Dann hat A Mass
Null in R"™.

(2) Sei A eine offene oder abgeschlossene Teilmenge von R" ™', und sei f : A —> R eine
stetige Funktion. Dann hat der Graph von f Maf$ Null in R™.

(8) Jede echte affine Untermenge von R™ hat Mass Null in R™.

(4) Sei A < R™ eine Menge mit Mass Null, und sei F': A — R" eine glatte Abbildung.
Dann hat F(A) Mass Null.

Proof. Siehe Masstheorievorlesung (oder [1, 6.2-6.4]). O

Definition 6.7. Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass eine
Teilmenge A € M Mass Null in M hat, wenn fiir jede glatte Karte (U, ¢) von M die Teilmenge
©(A nU) < R™ n-dimensionales Mass Null hat.

Lemma 6.8. Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei A < M.
Angenommen, es gibt eine Familie {(Un, ¢a)}aca glatter Karten von M mit A < |, c;
dass oo (A N Uy) Mass Null in R™ hat fir jedes o € I. Dann hat A Mass Null in M.

Proof. Sei (V,1) eine beliebige glatte Karte. Wir miissen zeigen, dass (A n V') Mass Null in
R™ hat. Die offene Menge V ist eine Mannigfaltigkeit. Sei BB eine Basis fiir die Topologie von V.
Wir kénnen annehmen, dass U, NV € B fiir alle a € I. Nach Proposition 2.10, kénnen wir V
mit abzdhlbar vielen offenen Mengen aus B iiberdecken. Wir kénnen annehmen, dass
(abzéhlbar viele) U, darunter sind. Es folgt, dass eine abzéhlbare Teilmenge der U, NV die
Menge A NV iiberdeckt (wir ersetzen so lange andre offene Mengen der Uberdeckung mit U,,
bis wir A n V iiberdecken). Es gilt

VANV AU, =W op ) opa(AnV nU,) Yac A

U, so

S

Da po(AnV nU,) € po(AnU,) ist, und die letztere nach Voraussetzung Mass Null in R”
hat, folgt aus Lemma 6.6(4) angewandt auf 1 o ¢!, dass ¥(A NV n U,) Mass Null hat. Da
(A nV) die Vereinigung abzahlbar vieler ©)(A NV n U,) ist, hat es ebenfalls Mass Null (siehe
Example 6.5(3)). O

Yoyt

Theorem 6.9 (Sard’s theorem). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei
F: M — N eine glatte Abbildung. Dann hat die Menge der kritischen Werte von F' Mass null
in N.

Proof. Ohne Beweis. Siehe [1, Theorem 6.10] O

Lemma 6.10. Sei M < RY eine glatte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fiir jedes
ve RN\ (zy = 0) definieren wir die Projektion m, : RY — RN=1 mit ker(r,) = Ruv (dh die
Projektion auf (Rv)*). Falls N > 2n + 1, dann gibt es eine dichte Menge von Vektoren
veRN\(zy =0), so dass m,|pr: M —> RN~ eine injektive Immersion ist.

Proof. Wir bemerken:
(3) mv|ar injektiv <= p — ¢ nicht parallel zu v fir alle p,ge M, p # q

(4) | i ist glatte Immersion <= T, M n ker(dm,), = {0} fiir alle p € M.
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Da m, linear ist, ist sein Differential dieselbe lineare Abbildung (unter der natiirlichen
Identifikation T,RY ~ R¥ | also m, = d(m,), Yp € M unter dieser Identifikation, also
ker(dm,), = kerm, Vp e M). Es folgt:

(5) Tp,M nker(dm,), = {0} fiir alle pe M <= wenn w € T,M paralell zu v, dann ist w = 0.

Sei Ay :={(p,p) | pe M} c M x M die Diagonale von M. Sie ist abgeschlossen in M. Sei
My :={(p,0) e TM |pe M} c TM, die Menge der Nullvektoren an allen Punkten von M,
welche abgeschlossen in T'M ist.
Betrachten wir die Abbildungen

o1 (M x M)\Ay — RPY™L - o(p,q) = [p— 4],
¥ TM\My — RPY™1, o (p,w) = [w],

wobei die eckigen Klammern die Aquivalenzklasse eines Vektors in RV\{0} in RPN ~!
bezeichnen. Die Inklusion M < RY ist glatt (Blatt 2), wir haben einen Diffeomorphismus
TRYN ~ RN x RY (Example 5.16), Projektionen sind glatt und die Quotientenabbildung
RM\{0} — RPV~! glatt ist (Blatt 3). Also sind ¢ und 1 glatt.
Wir bemerken, nach (3)—(5), dass
(6) mv|ar injektive glatte Immersion <= [v] ¢ Ime U Im).

Da dim(M x M)\Ay = dim TM\My = 2n und dimRP¥~! = N — 1 > 2n, folgt dass jeder
Punkt von M ein kritischer Punkt von ¢ und von 9 ist. Nach Theorem 6.9 (Sard’s Satz) haben
also Imp und Imy Mass Null. Dies und (6) impliziert die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 6.11. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und nehmen wir an, es gibt eine glatte
Einbettung M < RN fiir ein N > 1. Dann gibt es eine glatte Einbettung M — R?"+1,

Proof. Sei S € RY ein 1-dimensionaler linearer Unterraum und R € R~q. Wir definieren das
Rohr mit Achse S und Radius R als

Tr(S) = {:UERN ||z —y| <R fireinye S}.
Wir bemerken, dass Tr(S) = RY offen ist.

Sei F': M —> R¥ eine glatte Einbettung (gibt es nach Voraussetzung). Sei BY die
N-dimensionale offene Kugel in RY und G : RY — BY ein Diffeomorphismus (Blatt 3). Nach
Proposition 4.15 gibt es eine glatte Erschopfungsfunktion f : M — R. Definiere

p: M —RY xR, p— (GoFl(p), f(p)).

Da G o F eine glatte Einbettung ist, ist ¢ injektiv, und d,¢ ist injektiv fiir jedes p. Also ist ¢
eine injektive Immersion. Sie ist proper (eigentlich; siehe Definition in Proposition 5.29): das
Urbild via ¢ jeder kompakten Menge ist koompakt, weil es eine abgeschlossene Teilmenge der
kompakten Menge f~!([—1,¢]) fiir ein c € R ist. Also ist ¢ eine glatte Einbettung nach
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Proposition 5.29(2) ist. Nach Konstruktion ist Im(p) € BY x R. Zusammengefasst ist also ¢
eine proper glatte Einbettung in M <> RV*! dessen Bild im Rohr BY x R enthalten ist.

Wir ersetzen N + 1 durch N und kénnen so annehmen, dass M eine proper glatte Einbettung
in RY hat, deren Bild in einem Rohr Tx(S) fiir ein S = RY enthalten ist (sieche Abbildung).
Indem wir M mit seinem Bild identifizieren, konnen wir M als Untermannigfaltigkeit von RY
betrachten, die im Rohr T»(S) enthalten ist.

Falls N > 2n + 1, zeigt Lemma 6.10, dass es ein v € RV\RY ™! 5o dass m,|5: M < RV~ eine
injektive Immersion ist. Da die Menge dieser v dicht in RY ist, konnen wir v so wihlen, dass
v ¢ S. BEs folgt, dass 7,(S) ein eindimensionaler Unterraum von RV~ ist. Da 7, eine
beschriankte lineare Abbildung ist (sie schickt beschrankte Mengen auf beschrankte Mengen),
folgt, dass m, (M) in einem Rohr um 7, (S) liegt. Wir zeigen jetzt, dass m,|as proper ist. Wenn
wir das gezeigt, haben ist |y nach Proposition 5.29 eine Einbettung.

Sei also K < RNV~! eine kompakte Menge. Dann ist K < Bg, (0) = RV fiir irgendein

Ry € Rg. Nach Definition von 7, gibt es fiir jedes z € 7, 1(K) es ein c € R, sodass

my(x) = x — cv (wir sehen ja RV~! also den Unterraum von RY mit zy = 0). Da |m,(z)| < R,
bedeutet dies, dass x € Tr(Rv). Es folgt, dass M n m; }(K) in zwei Rohren enthalten ist, eines
um S und das andere um Ruv. Die Schnittmenge von zwei Réhren ist beschrénkt, wenn ihre
Achsen nicht parallel sind. Also ist M n 7, }(K) abgeschlossen in M und beschréinkt. Dann ist
also der Abschluss von M n ;' (K) kompakt in RV~! und somit ist M n 7, ' (K) kompakt in
M.

Es folgt also, dass m, proper ist. Nach Proposition 5.29 ist also 7,|pr: M — R¥~1 eine proper
Einbettung und 7, (M) ist in einem Rohr enthalten. Wir kénnen dieses Argument nun
iterieren, bis wir ein richtiges glattes Einbetten von M in R?"*! erreichen (diese Schranke ist
durch Lemma 6.10 gegeben). O

Theorem 6.12 (Whitney’s Embedding Theorem). Sei n > 1. Jede glatte n-dimensionale
Mannigfaltigkeit hat eine glatte Einbettung in R?"+1,

Proof. Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nach Lemma 6.11 reicht es zu
zeigen, dass M eine glatte Einbettung in irgendein RY hat.

Fall 1: Nehmen wir an, dass M kompakt ist. Dann besitzt M eine endliche Uberdeckung
{B1,...,By}, wobei jedes B; eine regulire Koordinatenkugel ist (sieche Lemma 3.7). Dies
bedeutet, dass es fiir jedes i = 1,...,m eine glatte Karte (B}, ¢;) gibt mit B/ > B; und
Koordinatenabbildung ¢; : B — R™ (da ja M n-dimensional ist), die einen Diffeomorphismus
von B; auf eine kompakte Teilmenge von R" induziert.

Fir jedes i = 1,...,m sei 1;: M — R eine glatte Higelfunktion mit supp(¢;) € B. und

zpi\E = 1. Definiere

F: M —R"™ ™ pe (P1(p)e1(®), -, ¥m(0)em(p), ¥1(p), -\ ¥m(p)).

und bemerke, dass F' glatt ist. Wir zeigen jetzt, dass F' eine injektive glatte Immersion ist; da
M kompakt ist, folgt dann daraus, dass F' eine glatte Einbettung ist (siehe Proposition 5.29).
F injektiv: Sei F'(p) = F(q). Da M = UJ*, B;, existiert ein ¢ € {1,...,m} mit p € B;. Dann gilt
Yi(p) = 1, und aus ¥;(q) = ¥;(p) = 1 folgt q € supp(¢);) < B.. Es folgt

pi(q) = vi(a)pi(q) = Yi(p)ei(p) = ¢i(p)-
Da ¢; auf B] injektiv ist, folgt p = gq.
F glatte Immersion: Sei p € M beliebig und wéhle i € {1,...,m} mit p € B; (gibt es, da ja
M = u;B;). Da 9; =1 in einer Umgebung von p ist, gilt D(1;p;)p = D(¢;)p, was injektiv ist
(weil ¢; ein Diffeomorphismus ist). Es folgt, dass DF), injektiv ist. Wir haben gezeigt, dass F
eine injektive glatte Immersion ist und daher eine Einbettung (siehe Proposition 5.29).

Fall 2: Sei M nicht kompakt. Nach Proposition 4.15 existiert eine glatte Erschopfungsfunktion
f: M — R-g. Nach dem Satz von Sard (Theorem 6.9) und weil M nicht kompakt ist,
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existieren fiir jedes ¢ € Zx( reguldre Werte a;, b; € R von f, sodass i < a; < b; < i + 1. Definiere

Dy := f_1<(_0071]> Ep = f_l((_ooaal])y

D, = f_l([i,i + 1]) E; = f_l([bi_l,aiﬂ]), 1= 1.
Da f eine Ausschopfungsfunktion ist, ist jedes E; kompakt in M. (In der Tat: Ey und
fY((—o0,b;]) und f~1((—o0,a;]) sind kompakt fiir alle i. Also ist
E; = f~Y((—=o0,a;1])\f 1 ((—o0,b;)) abgeschlossen in der kompakten Menge f~((—o0,a;+1])
und ist somit wieder kompakt.) Wir haben

D; c Int(Ei), M=u;D;, E;,nE;= flir ‘Z —j’ > 1.

Fall 1 und Lemma 6.11 implizieren, dass es fiir jedes ¢ € Zx( eine glatte Kinbettung

pi: B — R?"*L gibt. Sei ¢; : M — R eine glatte Hiigelunktion mit supp(;) < Int(E;) und
die auf einer Umgebung von D; gleich 1 ist. Definiere

F: M — R < RZ xR, poos ( S owwek), Y w)n), f(p)> .
i gerade 1 ungerade

Da in einer Umgebung jedes Punktes nur ein Summand in jeder Koordinate ungleich null ist,
ist F' glatt. Da f proper ist, ist auch F' proper. Wir zeigen jetzt, dass F' eine injektive glatte
Immersion. Es folgt dann, dass F eine glatte Einbettung ist (siehe Proposition 5.29).
F injektiv: Sei F(p) = F(q). Da M = u;D;, gibt j, so dass p € D;. Die Bedingung f(q) = f(p)
impliziert, dass ¢ € D;. Wir fahren wie im Fall 1 fort um zu zeigen, dass p = q.
F' glatte Immersion: Sei p € M beliebig, und wéhle j, so dass p € D;. Dann gilt ¥; = 1 in einer
Umgebung von p. Falls j ungerade ist, haben wir fiir alle ¢ in dieser Umgebung

F(q) = (pj(q), -+’ -+ ),

was impliziert, dass DF), injektiv ist (weil p; eine Einbettung ist). Ein &hnliches Argument gilt,
wenn j gerade ist. O
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Komplexe Analysis

7. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT UND HOLOMORPHE FUNKTIONEN

7.1. Komplexe Differenzierbarkeit.
Definition 7.1. Eine Funktion f: D — C heif3t komplex differenzierbar bei c € D, wenn es
eine Funktion f’: D — C gibt, die bei c stetig ist und so dass
f(z)=f(c)+(z2—c)f'(z) Vze D (C-Linearisierung).
Eine solche Funktion f’, falls sie existiert, ist eindeutig durch f bestimmt:

Py = 10210

- —

Setzt man h := z — ¢, so folgt aus der Stetigkeit von f’ an ¢, dass
L fet )~ (O
h—0 h

Die Zahl f’(c) € C heifit die Ableitung (beziiglich z) von f bei c¢. Wir schreiben auch

OF (o) = f!

a2z (¢) == [f'(0).

Remark 7.2. Komplexe Differenzierbarkeit von f an ¢ impliziert die Stetigkeit von f bei ¢, da

f eine Summe von Produkten der Funktionen f(c), 2 —c und f’ ist, welche alle bei ¢ stetig sind.

fir z € D\{c} (Differenzenquotient).

= f’(c) e C (Differentialquotient).

Example 7.3. (1) Fir jedes n € N ist z — 2" iiberall in C komplex differenzierbar:
="+ (z—¢)f'(z), wobei f(2) = 2" 4" 4 T2 L

Es folgt, dass (2") = nz"~! Vz e C. Es folgt, dass alle Polynome p(z) € C[z] iiberall
komplex differenzierbar sind und rationale Funktionen g(z) € C(z) sind bei allen
Stellen differenzierbar sind, bei denen sie definiert sind.
(2) Die Konjugationsfunktion f(z) := %, z € C, ist an keinem Punkt komplex
differenzierbar, da der Differenzenquotient
flet h) = f(e)
h
fiir h € R den Wert 1 hat, wahrend er fiir A € iR den Wert —1 annimmt. Daher
existiert der Grenzwert nicht.

(3) Ubung: Die Funktionen Re(z), Im(z) und |z| sind nirgends in C komplex

differenzierbar. Dies zeigt man, indem man wie in (2) den Differenzenquotienten
zunéchst fir reelle und dann fiir rein imaginare h betrachtet.
Wir schreiben ¢ = a + ib = (a,b) und z = = + iy = (x,y). Fiir eine Abbildung f: C — C
schreiben wir f(2) = u(z,y) + iv(x,y), wobei u,v: R? — R.
Lemma 7.4. Wenn f: C — C bei ¢ komplex differenzierbar ist und f = u + iv,
u,v: R2 — R, dann sind u,v nach x und y differenzierbar und es gilt:
uz(c) = vy(e), wuy(c) = —vz(c) Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
und
f(e) = ua(c) + iva(c) = vy(c) — iuy(c).
Proof. Es gilt:
. +h)—fle) _ . fle+ih) = f(o)
!/ — 1 f(c — 1 .
1) o h o ih

Wenn h € R, so folgt:

iy v ula+h,b) —u(a,b) .. wv(a+h,b)—v(a,b)
fie) = am h e h
— lim u(a,b+ h) — u(a,b) +i lim v(a,b+ h)—v(a,b)

) )
h—>0 ih h—0 ih
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Es folgt, dass die partiellen Ableitungen nach x und y der reellwertigen Funktionen v und v
bei ¢ existieren. Mit den {iblichen Notationen uz(c),...,vy(c) fir diese Ableitungen ergeben
sich die Gleichungen:

F'(€) = ug(c) + ivg(c) = 7 (uy(c) + ivy(c)) -

Remark 7.5. Sei D < C offen und f = u + iv : D — C eine Abbildung, welche reell
differenzierbar ist. Dann sind w, v reell differenzierbar und somit ist auch f := u — iv reell
differenzierbar.

Lemma 7.6. Sei D < C offen. Fine Funktion f =u+iv: D — C ist genau dann bei c€ D
reell differenzierbar, wenn u: D — R und v : D — R bei ¢ reell differenzierbar sind.

Proof. Wir schreiben u = 3(f + f) und v = % (f — f). Eine Funktion D — R ist genau dann
bei ¢ reell differenzierbar, wenn die entsprechende komplexwertige Funktion D — R < C es
ist. O

Lemma 7.7. Sei D < C offen und f : D — C eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(1) f ist an der Stelle c € D komplex differenzierbar.
(2) f ist an der Stelle c reell differenzierbar und das Differential Df(c): C — C ist
komplex-linear.
(3) f ist an der Stelle c reell differenzierbar und die Cauchy-Riemann-Gleichungen
uz(c) = vy(c), uy(c) = —vz(c) gelten.
Falls i) — iii) erfullt sind, gilt: f'(c) = ugz(c) + ivy(c) = vy(c) — iuy(c).

Proof. i)« ii): folgt unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen und Lemma 7.4.
ii) < iii) Wir haben Das Differential D f(c) ist durch die 2 x 2-Matrix gegeben:

Df(c) = (ux(c) uy(c))

vz(c)  vy(c)
Nach Lemma 7.4 ist die durch diese Matrix bestimmte R-lineare Abbildung C — C genau
dann C-linear, wenn u,(c) = vy(c) und uy(c) = —vy(c) gelten. O

Example 7.8. (1) Das Polynom f(z,y) := 23y? + iz?y? ist iiberall in C = R? reell
differenzierbar. Die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten am Punkt ¢ = (a,b) genau
dann, wenn 3a%b? = 3a?b? und 2a3b = —2ab?, d. h. wenn ab(a? + b?) = 0. Da a,be R
sind, bedeutet dies ab = 0. Es folgt: Die Punkte, in denen f komplex differenzierbar
ist, sind genau die Punkte auf den beiden Koordinatenachsen.

(2) Die Funktion é(z,y) := €® cosy + ie” siny ist an jeder Stelle z = = + iy € C reell
differenzierbar. Die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten tiberall. Daher ist é(z) in C
komplex differenzierbar und es gilt: &'(2) = uy(2) + v (2) = e(2).

(3) Falls f = u + v in D komplex differenzierbar ist, gilt in ganzem D:

det <ux uy> =i+l =u, +v) =|f(2)]*=0.

Vg Uy
Dies folgt aus |f/(2)|* = u2 + v2, da u; = vy und uy = —v,.
Wir haben zum Beispiel & (z) = €2® cos?y 4 €** sin? y = 2% = ¢2R(2)

7.2. Holomorphe Funktionen.

Definition 7.9. Sei D < C offen. Eine Funktion f: D — C ist holomorph auf D, wenn f an
jedem Punkt von D komplex-differenzierbar ist. Wir sagen, dass f bei ¢ € D holomorph ist,
wenn es eine offene Umgebung U < D von ¢ gibt, so dass f|y von f auf U in U holomorph ist.

Remark 7.10. Nach Definition ist die Menge aller Punkte, an denen eine Funktion
holomorph ist, ist immer offen in C.
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Remark 7.11. Eine Funktion, die an ¢ holomorph ist, ist bei ¢ komplex-differenzierbar. Aber
eine Funktion, die bei ¢ komplex-differenzierbar ist, muss nicht holomorph bei ¢ sein. Ein
Beispiel ist die Funktion f(z,y) := 23y? + ix?y> von Example 7.8: sie ist bei den Punkten des
Koordinatenkreuzes komplex differenzierbar, aber nirgends sonst. Also ist sie nicht holomorph
nach Bemerkung 7.10.

Lemma 7.12. Sei D < C offen und f: D — C und g: D — C holomorph auf D. Dann sind
fiir alle a,b € C die Funktionen af +bg, f-g, f/g, fog in D holomorph (da wo definiert) und
es gilt:
f'9—1g
(af +bg) =af +bg, (f-9)=Ffg+fd, (f/9) = 7 (fog) =(fog)d
Proof. Wie in Analysis 1. O

7.3. Eigenschaften von holomorphen Funktionen.
Proposition 7.13. Sei D < C offen und f: D — C eine Abbildung. Dann sind folgende
dquivalent:

(1) f ist lokal konstant auf D

(2) f ist holomorph auf D und f'(z) =0 fir alle z € D.
Proof. (1)=(2) ist klar. (2)=(1): wir schreiben f = u + ¢v mit u,v: C — R. Da f holomorph,
gilt nach Lemma 7.7 f’ = u, + iv, und u, = vy, v; = —u,. Voraussetzung (2) impliziert, dass

uz(2) = uy(2) = vo(2) = vy(2) =0 fiir alle z € D.

Aus Analysis I1&I1 folgt, dass sowohl u als auch v lokal konstant auf D sind und darum ist f
lokal konstant. O

Lemma 7.14. Sei D < C offen und f: D — C eine holomorphe Abbildung. Es gilt

(1) Wenn f(D) < R oder f(D) c iR, dann ist f lokal konstant auf D.
(2) Wenn |f(2)| = |f(w)| fir alle w,z € D, dann ist f lokal konstant auf D.

Proof. Wir schreiben f = u + iv mit u,v: C — R.

(1) Wir haben u = 0 oder v = 0. In beiden Féllen impliziert Lemma 7.7, dass u; = vy = 0 = v,.
Es folgt, dass f = u, + iv, = 0 auf D. Nach Proposition 7.13 ist f somit lokal konstant in D.
(2) Wir haben |f| = u? + v? = ¢ auf D. Wir leiten nach y ab und bekommen mit Lemma 7.7

(u? +v?), = 2(uuy, + vv,) =0

Uy=—Vg

— uv, = vy
T 0=u- (uty + vvy) = vy + v - (wvy) = vug +v - (voy) = (¥ + v )u, = cu,
Uz +VVz =0

Ahnlich gilt cv, = 0. Wenn ¢ = 0, ist f = 0 auf D. Falls ¢ # 0, haben wir f’ = u, + iv, = 0 auf
D und nach Proposition 7.13 ist f lokal konstant auf D. O

7.4. Ableitung nach z,z, x,y.

Proposition 7.15. Sei D < C offen und f: D — C eine Abbildung und sei f reell
differenzierbar. Dann gilt

A

f(2) = f(e) + Dfe(z = c) + (2 = 0) f(2)

fiir ein stetiges f: D — C. Wir schreiben f = u + iv mit u,v € D — C und

g (1209 i)

vz(€)  uy(e)
Wir schreiben s := %(c) = Uy + 0y und fy(c) = %(c) = uy + vy und

Df.(h) = f.(c)h + fs(c)h VheC.
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Dann gilt
0 1 0 1
L) = 1.0 = (el = i) @) = fele) = 5((0) + i),
Proof. Wenn f bei c reell differenzierbar impliziert, haben wir
L et )~ f(0) ~ DE(h)|

h—0 |h|

Die Gleichung stimmt ohne | - | und es folgt mit z = ¢ + h, dass

A

f(z2) = f(c) + Dfe(z —¢) + (2 — ¢) f(2)
fiir ein stetiges f: D —> C.
Wir schreiben h = hq + thy = <Zl) und bekommen
2

D fe(1) = ue(c) + ive(c) = falc)
Dfe(i) = uy(c) +ivy(c) = fy(c)
Dfe(h) = Dfe(1)hy + Dfe(i)ho VheC
Wir schreiben nun Df.(h) = Ah + ph. Es folgt
Dfe(1)h1 + Dfe(i)ha = Dfe(h) = M+ ph = (b1 + ih) + (uhy — iphs)
= A+ p)hy +i(A = p)he
Diese Gleichung gilt fiir alle h € C, also folgt

A= é(ch(l) —iDf.(i)), p= %(ch(l) +iD fe(i))
O

Lemma 7.16. Sei D < C offen und f: D — C eine reell-differenzierbare Funktion. Dann ist
fz = fZ-
Proof. Nach Proposition 7.15 haben wir

1 1 1
fz= i(fx —ify) = i(um + vy — i(uy +ivy)) = i(um + vy + (Vg — uy))
fo = %(fw Lif) = %(ux vy +i(uy — ivy)) = %(uz vy + iy —vy))
Also ist f, = fs. O

Lemma 7.17. Sei D < C offen und f: D — C eine Abbildung und ¢ = a + ib. Es sind
dquivalent:

(1) f ist an der Stelle c reell differenzierbar.
(2) Es existieren in c stetige Funktionen f1, fo : D — C, sodass

f(2) = fle) + (z— o) fi(z) + (2 = &) fa(2)  fiir alle z € D.
(8) Es existieren stetige Funktionen fi, fo : D — C in ¢, sodass
f(z) = fle) + (z —a)fi(z) + (y — b) f2(2) fiir alle z € D.
Wenn diese Bedingungen erfillt sind, gilt:
f:(0) = file), f2(e) = ale), fale) = fule), () = fale)-
Proof. (1) = (2) Nach Lemma 7.17 gilt
fE) =)+ Df(z =)+ [(2)(z=¢) = f() + Mz —0) + p(z— ) + [(2)(z = ¢)

fiir ein stetiges f: D — C und A, ¢ wie in Lemma 7.17. Die Behauptung folgt mit
fi(z) := X+ f(2), fa(2) :== p, da Df. und f beide stetig.
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(2) = (3) Setze f; := fL+ fo, fo = z(fl — fg) und schreibe z — ¢ = x —a + i(y — b). Da fi, fo
stetig, sind auch fi, fo stetig.
(3) = (1) Die Abbildung T'(h) := fi(c)R(h) + f2(c)I(h) ist R-linear. Wir definieren

A

f:D — C durch f(c) := 0 und

foy e EmOAE) = A + G =D(BE) = bE@)

z—c
Da |z —a| <|(x —a)+i(y —b)| = |z —c| und |y — b| < |z — ¢| gilt, folgt
1FG) < 1Ai(z) = i)l + 1 f2(2) = fa(e)], 2 € D\{e}.
Also ist f stetig in c¢. Wir haben auch
T(z =)+ f(2)(z = o) + f(¢)

= (file)(x —a) + falc)(y — ) + ((f1(2) = f1(0)) (@ — a) + (f2(2) — fa(c)(y — b)) + f (o)

(@ = @)fil) + () =) + £ @ f(2)
Der Rest der Behauptung folgt aus den Definition von fl, fg, f1, fo und Lemma 7.17. O

Theorem 7.18. Sei D < C offen. Eine reell differenzierbare Funktion f: D — C ist genau
dann holomorph auf D, wenn fz(c) =0 fiir jedes c € D. In diesem Fall ist f, = f' auf D.

Proof. Dies ist (i) <= (iii) aus Lemma 7.17. O

8. WINKELTREUE ABBILDUNGEN
8.1. Winkeltreue Abbildungen.

Definition 8.1. Sei D c C offen. Eine Funktion f: D — C heisst antiholomorph auf D,
wenn f: D — C holomorph auf D ist.

Lemma 8.2. Sei D < C offen. Fine Abbildung f: D — C ist genau dann antiholomorph,
wenn f,(c) =0 fir alle ce D.

Proof. f antiholomorph <= f holomoph <= f. Lem 16 £ _ ) = f.=0. O

Definition 8.3. (1) Eine R-lineare Abbildung L: R™ — R"™ ist winkeltreu, wenn es
A € R* und eine orthogonale A € O(R"™) gibt, so dass L = \A.
(2) Sei D < C offen. Eine reell differenzierbare Abbildung f: D — C als winkeltreu
(winkel-erhaltend) bei dem Punkt ¢ € D bezeichnet, wenn das Differential
Df.: C — C eine winkeltreue R-lineare Abbildung ist. f wird einfach als winkeltreu
in D bezeichnet, wenn es dies an jedem Punkt von D ist.

Lemma 8.4. Sei D c C offen. Wenn f: D — C auf D holomorph (bzw antiholomorph) ist
und wenn f'(c) # 0 (bzw. f'(c) # 0) fiir jedes c € D, dann ist f winkeltreu in D.

Proof. Nach Bemerkung 7.5 sind f, f reell differenzierbar und nach Proposition 7.15 haben wir
Df.(h) = f.(c)h + fs(c)h
Wenn f holomorph ist, haben wir Df.(h) = f.(c)(h). Wenn f holomorph ist, haben wir

Dfe(h) = fz(c)(h) = f:(c)h. Wir kénnen h > f.(c)h (bzw. b f.(c)h) als C-lineare
anschauen und als solche sind sie winkeltreu (weil f,(c) # 0, bzw. f.(c) # 0). O

Theorem 8.5. Sei G eine zusammenhdngende offene Menge in C (=ein Gebiet) und
f: G — C eine stetig reell-differenzierbare Abbildung. Folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Entweder ist f auf ganz G holomorph und f' hat keine Nullstellen auf G, oder f ist

auf ganz G antiholomorph und f' hat keine Nullstellen auf G.
(2) f ist winkel-erhaltend in G.
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Proof. (1)== (2) ist Lemma 8.4.
(2)== (1): Nach Proposition 7.15 haben wir

Df.:C—> C,h~ f.(c)h+ fs(c)h, ceG,
Dann ist D f. winkel-erhaltend, genau dann, wenn entweder f.(c) = 0 und fz(c) # 0, oder
fz(c) =0 und f,(c) # 0. Die Funktion
F:G—C, c— f=(0) = =)
f2(e) + fz(c)
ist daher wohldefiniert und nimmt nur die Werte 1 und —1 an. Da f,, fz nach Voraussetzung

stetig sind, ist F’ stetig. Darum ist F(G)) zusammenhéngend, also ist F' konstant. Also ist
fz(c¢) =0 und f.(c) # 0 fiir alle c € G oder umgekehrt. O

Remark 8.6. Holomorphe (bzw. antiholomorphe) Abbildungen sind bei keiner Nullstelle ihrer
Ableitungen f, (bzw. fz) winkeltreu. Zum Beispiel werden unter der Abbildung z — z" mit
n > 1 werden Winkel am Ursprung um den Faktor n vergroflert.

Definition 8.7. Sei D c C offen. Eine reell differenzierbare Funktion f =u +iw: D — C
heifit orientierungserhaltend an einer Stelle ¢ € D, wenn

der (of) () .

vz(e)  vy(e)

Example 8.8. (1) Nach Beispiel 7.8: eine holomorphe Funktion f: D — C ist
orientierungstreu an jeder Stelle ¢ € D, wo f(c) # 0.
(2) Wenn f: D — C antiholomorph, dann ist det D f. < 0 fiir alle ¢ € D. In der Tat
haben wir mit f = u + iv, u,v: R> — R, und Example 7.8

ug(c) %@%)Z_d%<%@)uﬂ@>:_daDﬁ

X
—vz(c)  —uvy(c vz(c)  vy(c)
Proposition 8.9. Sei D < C offen und f: D — C eine reell differenzierbare Funktion. Die

folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist holomorph und f" hat keine Nullstellen in D.
(2) f ist winkeltreu und orientierungstreu in D.

0 <dethc=det<

Proof. Die Behauptung folgt aus Theorem 8.5 und Example 8.8. O

In English sieht man héufig conformal fiir winkeltreu. Je nach Autor bedeutet conformal auch
winkeltreu und orientierungstreu.

8.2. Geometrische interpretation auf Tangentialvektoren. Wir erinnern uns an den
Tangentialraum 7.R? als Menge von Aquivalenzklassen von Wegen durch ¢: wir betrachten
Wege v: [a,b] — D, t — ~(t) = z(t) + iy(t), mit v(§) = ¢ fur ein £ € (a,b).
Wir sagen, dass v bei £ differenzierbar ist, wenn die Ableitungen 2/(§) und /(&) existieren. In
diesem Fall definieren wir

V(€)= 2/(€) + iy (€).
Falls 7/(€) # 0, hat die Kurve 7 eine Tangente in ¢, ndmlich

R—C, t—c++(&-t, teR.

und wir nennen ~/(§) die Tangentialrichtung von ~y bei c.
Sind 71, 72 zwei differenzierbare Wege durch ¢ mit Tangentenrichtungen 1 (£) und v4(§) in ¢,
SO misst
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den Winkel zwischen diesen beiden Richtungen (dh zwischen den beiden gerade ¢ — ¢ + 1 (&)t
und ¢ — ¢+ 5(§)).

Tangent Image tangent
Path N
c
S(e)
c=y({) Soy
s A )y v ey,
f(c)
Y
Joy

Image path

Sei D < C offen und f: D — C eine reel-differenzierbare Abbildung. Die Abbildung

fovila,b] — C, t— f(y(t) = ulz(t),y(t) + iv(z(t), y(t))
heifit die Bildkurve von v unter f. Sie ist bei £ differenzierbar und es gilt (mit Kettenregel)

(f 09)'(€) = ua(€)2’(€) + uy(c)y'(€) + i (va(c)a’(§) + vy()y'(€)) = Dfe(+'(€))-
Falls (f o)'(§) # 0, besitzt die Bildkurve eine Tangente in f(c). Diese Bildtangente ist dann
gegeben durch die Abbildung

R—C, t f(c) +Dfe(v'(§))t.
Wir haben folgendes gezeigt:

Lemma 8.10. Das Differential D f. bildet Tangentenrichtungen differenzierbarer Wege auf die
Tangentenrichtungen der entsprechenden Bildkurven ab.

Die winkeltreue Eigenschaft von f an der Stelle ¢ bedeutet daher: Wenn zwei Wege 1, 2 sich
im Punkt ¢ im Winkel ¢ schneiden, dann schneiden sich die Bildkurven f o~ und f o~s im
Bildpunkt f(c) im Winkel +¢.

Entweder wird der Winkel ¢ zusammen mit seiner Orientierung, oder Drehrichtung, erhalten
(wie in den rechten Abbildungen oben) oder die Orientierung von ¢ wird umgekehrt, was unter
z +— Z geschieht. Diese Umkehrung der Orientierung tritt bei allen antiholomorphen
Abbildungen auf, wihrend im Gegensatz dazu die Erhaltung der Orientierung bei allen
holomorphen Abbildungen auftritt (siehe Example 8.8).

Example 8.11. Die Abbildung f: C — C, z ~ 22 ist holomorph und f’(c) = 2c # 0 fiir
jedes c € C*. Also ist f winkeltreu.
Wir haben

wi=R(f) =22 —y% v:=(f) = 2y
Die Geraden (z = a) und (y = b) werden von f auf die Parabeln (v? = 4a%(a? — u)) und
(v? = 4b%(b? + u)) abgebildet. Sie haben ihren Brennpunkt im Ursprung haben. Die Parabeln
der ersten Familie 6ffnen sich nach links, die der zweiten Familie nach rechts, und Parabeln aus
den beiden Familien schneiden sich rechtwinklig (Ubung).

iy1~

ib'
ib oY
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9. POTENZREIHEN UND WEGINTEGRALE
9.1. Allgemeines.

Definition 9.1. Sei ¢ € C. Wir nennen eine Funktionenreihe der Form
(o6

Z an(z—c)"

n=0
mit a, € C eine (formale) Potenzreihe mit Zentrum ¢ und Koeffizienten a,.

Zur Vereinfachung unserer Aussagen nehmen wir héufig an ¢ = 0, sofern dies ohne
Beschrankung der Allgemeinheit moglich ist.

Erinnerung: Eine Reihe ano G, an € C ¥n = 0, heisst konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen (s, := > " @, )m konvergiert.

Definition 9.2. Sei X ein metrischer Raum und | - | die durch die Metrik induzierte Norm auf
X.Sei Ac X und f,: X — C Funktionen fiir n > 0.
(1) Wir definieren C(X) := {f: X — C | f stetig}.
(2) Die Folge (fn)n heisst gleichmafsig konvergent auf A gegen f : A — C, wenn fiir jedes
€ > 0 ein ng € N existiert, so dass

|fu(z) — f(z)|<e VY n=ng VazeA

(3) Die Reihe Y, - fn konvergiert gleichmdssig auf A, wenn die Folge der Partialsummen
Sm = Y fn gleichmiBig auf A konvergiert. Wir schreiben Y}~ f, fiir den
(eindeutigen) Grenzwert.

(4) Fir eine Funktion f: X — C definieren wir | f|l4 := sup{|f(z)| | z € A}.

(5) Die Reihe } _ fn heisst normal konvergent in X, wenn jeder Punkt von X eine
Umgebung U besitzt, fir die Y | fn|v < oo gilt.

Das Wort normal bezieht sich hier auf das Vorhandensein von (Semi-)Normen.

Remark 9.3. Sei X ein metrischer Raum, A < X und f,ge V:={f: X — C||/f|a < oo}
und c € C. Es gilt (Ubung):

(1) V ist ein C-Vektorraum.

2) |fla=0< fla=0

(3) llefla= lellflla

@) If+gla<l|fla+lgla
Im Speziellen ist | - [|[a: V — R, f — | f| 4 eine Seminorm auf V.

Wir schreiben Bs(c) = {x € X | d(z,c) < s} fir die offene Kugel um ¢ mit Radius s > 0.

Lemma 9.4. Sei X ein metrischer Raum, Ac X und fr,: X — C und f: A— C
Funktionen.

(1) Die Folge (fn)n=0 konvergiert gleichmdssig auf A gegen f <= lim,—o || fn — f|a = 0.

(2) Jede Unterreihe einer normal konvergierenden Reihe konvergiert auch normal.

(3) Wenn f, € C(X) Vn =0 und f = 3, - fn konvergiert normal in X, dann ist f € C(X).

(4) Wenn 3}, ~ fa in X normal konvergiert, dann gilt 3, . || fallx < © fiir jede komakte
Menge K < X.

(5) Wenn X lokal kompakt ist und 3, . | fnl|x < o0 fiir jede kompakte Menge K < X,
dann ist Y, ~q fn normal konvergent in X

(6) Wenn ce X und f,, : Bs(c) — C, n =0, eine Folge ist, so dass 3. | fu|B,(c) <
V re(0,s), dann konvergiert 3, o fn normal auf Bs(c).

Proof. Ubung. ]
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Lemma 9.5 (Abelsches Konvergenzlemma). Sei Y, -, an2" eine Potenzreihe. Wenn es
s, M € R~ gibt, sodass |a,|s™ < M fir alle n =0, dann konvergiert ), _,a,z" normal auf
Bs(0).

Proof. Sei r € (0,s) und setze ¢ := - < 1. Dann gilt
n
an2" 3,0 = lanlr™ = lanls™ ()" = lan|s"q" < Mq" ¥ n >0,
s

Da }, -, q" < o, folgt
Z |anz”|Br(0) < M Z qn < Q0.
n=0 n=0

Da dies fiir jedes r € (0, s) gilt, folgt normale Konvergenz in B,(0) nach Lemma 9.4(6). O

Corollary 9.6. Wenn die Reihe )}, qanz" bei zg # 0 konvergiert, dann konvergiert sie
normal auf B, (0).

Proof. Da die Reihe }; -, a,2" bei zg # 0 konvergiert, ist die Folge (|a||z0|"), eine Nullfolge
und ist daher beschriankt. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 9.5. U

Theorem 9.7. Sei ), _,a,z" eine Potenzreihe und sei

R = sup{t € R>q | (|ap|t™)n ist beschrankte Folge} Dann gilt:
(1) X250 anz" konvergiert normal auf Br(0).
(2) D=0 anz" divergiert an jedem Punkt w € C\Bg(0).

Wir nennen R den Konvergenzradius der Reihe ), — o an2".
>

Proof. Es gilt 0 < R < c0. Wenn R = 0, ist nichts zu beweisen. Angenommen, R > 0. Dann ist
|lan|s™ fiir jedes s € (0, R) beschrankt. Nach Lemma 9.5 ist »; _ a,2" normal konvergent auf
B;(0) fiir jedes s € (0, R). Da B = (Jy_, Bs(0), konvergiert >} _,a,z" normal auf Br(0).
Fiir jedes w mit |w| > R ist die Folge (|ay||w|™), unbeschrankt, also divertiert die Reihe

Zn>0 apw™. O

Lemma 9.8. Wenn die Reihe Y, -, an(z —c)" den Konvergenzradius R hat, dann haben die
durch gliedweise Ableitung bzw. Integration entstehenden Reihen
Z nan(z —c)" 1 baw Z n (z — )"t

n-+1

n=0 n=0

ebenfalls Konvergenzradius R.

Proof. Es reicht, die Behauptung fiir ¢ = 0 zu zeigen.
(1) Der Konvergenzradius R’ der abgeleiteten Reihe ist

R’ = sup {t > 0 | die Folge (n|an|t™™ 1), ist beschréinkt} .

Wenn die Folge (n]a,|t" 1), beschrinkt ist, dann ist die Folge (|a,[t"), beschrinkt, also ist
R’ < R. Wir zeigen nun R < R’. Sei 0 < r < R. Wihle s mit r < s < R. Dann ist die Folge
lan|s™ beschrinkt. Setze ¢ := £ < 1. Dann gilt:

n
nla,|r"t = (|G”|S > -ng".
T

Fiir § :=1/¢g—1> 0 und n > 2 ergibt die binomische Formel:
n\" n n(n — 1)82 2
) =148 =, )= ————— "<
(5) —axor=(5) I T
also ist (ng™), ist eine Nullfolge. Da (|a,|s™), beschrinkt ist, folgt, dass auch (n|a,|r" 1), eine
Nullfolge ist. Somit ist 7 < R'. Es folgt R < R’ und daher R = R’.

(2) Sei R* der Konvergenzradius der integrierten Reihe. Nach Fall (1) ist R* auch der
Konvergenzradius der Reihe )} g an(z —c)". Es folgt R* = R. O
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Theorem 9.9. Sei >, _an(z — )" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist die
Grenzfunktion f innerhalb der Kreisscheibe Br(c) beliebig oft komplex differenzierbar, also
insbesondere holomorph. Ausserdem gilt fir alle z € Br(c) und k € N:

ﬂ“@)—El,ﬂiamAz—@"@

n=k (

©) fiir alle k = 0
Proof. Wir beweisen nur den Fall k = 1, die anderen Fille folgen durch Induktion. Lemma 9.8
impliziert, dass
= 2 nay(z — )"
n=1
eine wohldefinierte komplexwertige Funktion auf Br(c) ist. Unsere Behauptung ist, dass

1" = g. Wir diirfen ohne Einschrankung ¢ = 0 annehmen. Sei b € Br(c) fest und zeigen jetzt
1/ (b) = g(b). Wir definieren

Gu(2) = 2" 142" 24 b2 2eC, n=1,2,. ..

Im Speziellen gilt ay, = !

Dann gilt:
2" =" = (2 = b)gn(2) V2€ C und gu(b) = nb"!
und

F(2) = f(0) = D] an(z" = 0") = (2 =b) ) andn(2), =€ Br(0)

n>1 n=1
h(z)
— f(2) = f(b) + (z = D)h(2), z€ BR(0) und h(b) = ). nand"" = g(b)

n=1
Um zu zeigen, dass f’(b) = h(b), bleibt zu zeigen, dass h in b stetig ist. Nach Lemma 9.4(3)

reicht es zu zeigen, dass ), - @,qs(2) normal auf Bg(c) konvergiert. Dazu: Fiir jedes
|b| < r < R haben wir

’anQn(z)|Br(0) < lap|nr™™ = Z langn (2 ’BT(O) Z |Gn\m“"_1 L6m<98 o0
n>=1 n=1
Nach Lemma 9.4(6) folgt, dass ), - fn normal konvergent ist auf B(c) fiir alle s € (0,7). Da
dies fiir jedes r € (0, R) gilt, impliziert Lemma 9.4(5), dass };,-, auf B,(0) normal konvergiert.
Nach Lemma 9.4(3) ist also h stetig bei b, also haben wir h(b) = g(b) = f'(b). Da diese fiir alle
b e Bgr(0) gilt, folgt unsere Behauptung.
Zuletzt rechnen wir f*)(c) = Elay, fiir alle k > 0. O

9.2. Allgemeines zu Wegintegalen. Fiir einen stetigen Weg 7: [a,b] —> C, schreiben wir
auch ~ fiirs Bild von ~.

Definition 9.10. Ist v: [a, b] eine stetig differenzierbare Kurve in C, dann gilt fiir jede
Funktion f € C(v), dass f(v(t)) - v'(t) € C([a,b]). Daher existiert die komplexe Zahl

ffdz_ff dz_ff

Wir nennen Sv fdz das Wegintegral der Funktion f € C(v) entlang der stetig differenzierbaren
Kurve 7.

Sei v =71 4+ v + -+ + 7m ein stiickweise stetig differenziebaren Weg, wo ~; stetig
differenzierbar ist. Dann definieren wir

dez:zz fdz, feC(y)
Y i=1v7

Im Spezialfall, dass v: [a,b] — [a,b], t — ¢ ist, gilt | fdz = SZ f(t)dt
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Theorem 9.11. Fiir jedes n € Z, r € R~y und c € C gilt:
[ €= 4 _ [0 firnz—1,
0B, (c) 2Tl 1, firn=—1.
Proof. Ubung. Tipp: parametrisiere 0B, (c) mit v(t) = ¢ + re®. O

Proposition 9.12. Seien 7: [a,b] — C und ¢: [c,d] — C Wege und ¢: [c,d] — [a,b] eine
stetig differenzierbare Bijektion, so dass ¢'(t) > 0 fir alle t € [¢,d], so dass 6 = yop. Dann gilt

Lfdz=Lfdz v fec()u )

Proof. Wir bemerken, dass §(c) = v(a) und 6(d) = v(b). Es gilt §(¢) = v/ (p(t))¢'(t) fiir
t € [¢,d], und daher:

o (b)
f fd= " f F(6)8'(¢) di = j ) (D) (1) dt = f SO () dt

9.3. Potenzreihen und holomorphe Funktionen.

Definition 9.13. Sei D < C offen. Eine Funktion f: D — C heisst in eine Potenzreihe um
c € D entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt mit B, (c¢) < D und eine Potenzreihe
2n=0 n(z — )", welche auf B.(c) gegen f|p, () konvergiert.

Remark 9.14. Nach Satz 9.9, ist eine Funktion f: D — C um ¢ auf B,(¢) € D in eine
Potenzreihe Y}, an(z — ¢)" entwickelbar, so ist f beliebig oft komplex differenzierbar und es

gilt a,, = M fiir alle n € N. Es folgt: Eine Potenzreihenentwicklung einer Funktion f um ¢
ist unabhanglg von r eindeutig durch die Ableitungen von f an der Stelle ¢ bestimmt und hat

stets die Form: )
f " n
f(z) = Z —o)".

Diese Reihe heisst Taylorreihe von f um c und konverglert gleichmaéssig auf jeder kompakten
Teilmenge von B, (c) (Ubung).

Lemma 9.15 (Entwicklungslemma). Sei D < C offen, v: J —> C ein stickweise stetig
differenzierbarer Weg mit v < D und f : D — C eine Funktion. Wir definieren

(7) Fl2) 27er< i, zeC\y,

Dann gilt

(1) F ist holomorph in C\r.
(2) Fiir jedes c € C\ry konvergiert die Potenzreihe

Z an(z —¢)" mit ay, =

n=0

f(©)

— [ S >
o W(C—Cywldg n=0

in jeder offenen Kreisscheibe um c, welche ~ nicht beriihrt, und konvergiert dort gegen
F.
(8) Die Funktion F ist in C\7y beliebig oft komplex differenzierbar und es gilt:

n! f(Q)

M) (¢) = nla, =
F"™(c) =nla, 9 - (P

d¢ VneN.
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Proof. (2): Sei r > 0, so dass B,(c) ny = J. Die Reihe
1 n) n—=k
- w
(1 _ w)k+1 Ek ( k
konvergiert auf der offenen Einheitsscheibe . Durch w := % bekommt sie die Form

1 Ubung n 1 n—
(D Z(k)(g—@nl(z‘c) k

n=k

Diese Reihe konvergiert fir alle z € B,(¢), ¢ € v, k € N. Wir setzen

gn(C) = (CE(CC))nH
fiir ¢ € 4. Dann gilt fiir z € B,.(¢) und ¢ € :
k! k!
) i | e = g [ 3 (st = ic
T n>k

Da | — c| = r fiir alle ( € v (da B,.(c) n v = &), folgt aus der Definition von g,, dass

001 < TN < Wy, —suptirc) 1 ¢ e

|z=¢|
r

Setzen wir q := , so folgt:

HfHW‘ _ C‘n—k HfH’Y n— k.

max ‘gn(C)(z —o)" ‘ St rh— E1d

¢ey
Da 0 < ¢ < 1 fiir jedes z € B,(c), bekommen wir in (8)
n n—k N\ n—k _ 1
) % () oot < S (1) = e

Also konvergiert die in (8) im Integral stehende Reihe normal auf v fiir jedes feste z € B, (c).
Also kénnen wir § und )] vertauschen und es folgt (8)

R N e O k)

n=k

_§k< ) (z—c)" 7k,

Fir k = 0 folgt, dass F' auf B, (c) durch die Potenzreihe }}a,(z — )™ darstellbar ist. Das ist (2).
(3): Aufgrund von Satz 4.3.2 ist F' somit in B,(c) komplex differenzierbar und erfillt:

~~
an

kK f(Q)
k _ E n—k _
F( )(Z)_n>kan(z—c) —% VWC[C’ ZGBT(C)7 ke N.
(1): Da B;(c) eine beliebige offene Kreisscheibe in C\7 ist, ist F' holomorph auf C\ny. O

Theorem 9.16 (Primitive). Sei D < C offen, f: D — C eine stetige Abbildung und
F: D — C eine weitere Abbildung. Die folgenden sind dquivalent:

(1) F holomorph auf D und F' = f
(2) Fiir jede w,z € D und jeden Weg ~: [0,1] — D mit v(0) = w und (1) = z haben wir
f, ¢ = F(z) — F(w).

Proof. (1)=(2): Ubungsblatt 10.
(2)=>(1): Wir zeigen, dass fir jeden Punkt ¢ € D die Ableitung F’(c) existiert und F’(c) = f(c).
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Sei B < D eine offene Kreisscheibe um ¢, so dass B < D. Nach Voraussetzung aus (2) gilt:

F(z)=F(c) + fd¢, VzeB,
[e,2]

wobei [¢, z] das lineare Segment von ¢ nach z bezeichnet. Wir definieren

Fi(z) := ! J[ ]de, ze B\{c} und Fi(e):= f(e).

Z—C

Dann gilt F(z) = F(c) + S[C o dC = F(c) + (2 — ¢)Fi(z) fiir alle z € B. Wir zeigen nun, dass
F stetig bei ¢ ist (dann folgt F'(c) = Fi(c) = f(c), was wir zeigen wollen). Da
§..d¢= Sédt =z —c (mit t — (1 —t)c+ tz), gilt

1

Fl(z) — Fl(C) = R

J, G- senac veen,
Da das Segment [c, z] die Lénge |z — ¢| hat, kriegen wir

T 1O = ey 2=l = [F(Q) = f@)s V2e B.

Da f stetig ist, folgt, dass F} bei c stetig ist. (Il

[F1(2) — Fi(c)| <

Remark 9.17. Falls also F, F primitives von f auf D sind, ist F' — F' lokal konstant auf D.
Theorem 9.18 (Integrability Criterion). Sei D < C offen und f: D — C eine stetige
Abbildung. Die folgenden sind dquivalent:

(1) Es gibt eine komplex differenzierbare Abbildung F': D — C, so dass F' = f
(2) S,y fd¢ =0 fir jeden geschlossenen Weg v in D.

Falls eine dieser Bedingungen gilt und D zusammenhdngend ist, dann gilt: sei zy € D. Fir
jedes z € D, sei~y, ein Weg von z1 nach z. Dann gilt F(z) = sz fdc fir alle z € D.

Proof. Ubungsblatt 10 O

Lemma 9.19. Sei D c C offen und f: D —> C eine holomorphe Abbildung. Sei A < D ein
Dreieck. Dann gilt SaD fd¢ =0.

Proof. Zuerst erinnern wir uns an Folgendes: Die Dreiecksungleichung ergibt
max, .ea |w — z| < Lidnge(9A) und wir haben Lénge(0A’) = 1Lénge(dA) fiir jedes Dreieck A’
welches man durch verbinden der Mittelpunkte der Seiten von A erhéalt

Wir definieren a(A) := §,, fd¢. Indem wir die Mittelpunkte der Seiten von A durch gerade
Liniensegmente verbinden, unterteilen wir A in vier kongruente Unterdreiecke A;, 1 <[ < 4.
Die Segmente, welche die Mittelpunkte der Seiten von A verbinden, werden jeweils zweimal in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen (wie in Bild oben). Also heben sich die entsprechenden
Integrale gegenseitig auf, wihrend die Vereinigung der verbleibenden Seiten der A; gerade 0A

ergibt. Wir haben also
4 4
o)=Y [ 1d =Y a0
=104 i=1



43

Unter den vier Integralen a(4;) wahlen wir eines mit dem grossten Absolutbetrag aus und
bezeichnen das zugehorige Dreieck als Al. Dann gilt

a(A) < 4la(AY)]
Wenden wir denselben Prozess auf A! an, dann erhalten wir ein Dreieck A? mit
la(A)| < 4]|a(AY)| < 4%|a(A?)|. Die Fortsetzung dieses Verfahrens erzeugt eine absteigende
Folge A'2 A22 ... 2 A" 2 ... von (kompakten) Dreiecken mit

(10) a(A)] < 4"ja(AM)], > 1.
Wir haben ausserdem nach obigen Erinnerungen

(11) Linge(A™) inLange(aA), n> 1

Wir haben n;>1A® = {c} € A (nach dem Intervallverschachtelungsprinzip, Ubung). Da f
holomorphi auf D ist, gibt es eine holomorphie Abbildung g: D — C, so dass g(c) = 0 und

f(Q) =fle)+ f(e)(C—c)+(C—c)g(¢), C(eD
(siche Lemma 7.15 und Satz 7.18). Es folgt

aay = [ fdc={  reacr [ ree —c>d<+f (€ - g()de, n>1

oAn Joan Joan aAn

~~ ~~
Satz_E%IGO Satz 9.16

=%
Aus der Standardabschitzung fiir Integrale und der ersten Bemerkung folgt

[a(A")] < (max [ — cllg(C)])Lange(9A™) < Linge(0A")? | gloan, n>1

Aus (10) und (11) folgt

" n YR ,
[a(A)] < 47|a(A")] < 4"Linge(0A")* |gloar = 4" (5, Linge(9A))*)[glaar = Lange(0A)* |gloar, n

Da g(c) = 0 ist und g an c stetig ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0, so dass |g(¢)| < ¢ fiir alle
¢ € Bs(c). Dh |g|ls(c) < €. Es gibt ng € Z=, so dass A™ < Bs(c) fiir alle n = ng. Es folgt
lg|an < e fiir alle n = ng und daher

a(A)] < Liinge(2A)? |gloar < Linge(2A)%
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt a(A) = 0. O

Remark 9.20. Man kann Lemma 9.19 noch verschéarfen:

Sei D < C offen, ce D und f: D —> C stetig auf D und holomorph auf D\{c}. Dann gilt
SaA fd¢ =0 fiir jedes Dreieck A ¢ D mit Ecke bei c.

Der Beweis ist wortwortlich der von Lemma 9.19, nur, dass wir die Dreiecke anders benutzen:
sei A c D ein Dreieck mit Ecke c¢. Auf den beiden Seiten von A mit Endpunkt ¢ wahlen wir
zwei Punkte und betrachten folgende Unterdreiecke A, Ao, Ag

Wie oben haben wir {,, fd¢ = P SaAi fa¢ Lemd-19 §oa, fdC und daher
| §,a fdC| < || f[ aLénge(0A1). Da A; beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt §,, fd¢ = 0.

> 1.
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Theorem 9.21 (Cauchys Integralsatz). Sei D < C offen, zusammenhdangend und konvez,
c€ D und f: D —> C stetig auf D und holomorph auf D\{c}. Dann existiert eine komplex
differenzierbare Abbildung f: D — C, so dass F' = f.

Proof. Da f auf D\{c} holomorph ist, haben wir {,, fd¢ = 0 fiir jedes Dreieck A < D nach
Bemerkung 9.20. Die Aussage folgt nun von Satz 9.18, der Tatsache, dass wir D mit Dreiecken
filllen konnen (weil D konvex), dass Primitive sich nur durch Konstanten unterscheiden und
Proposition 7.13 (weil D zusammenhéngend). O

Theorem 9.22 (Cauchy Integral formula). Sei D < C offen, ce D, r > 0, so dass B,(c) < D
und f: D — C holomorph auf D. Dann gilt fir alle z € B

_ 1 fO
flz) =5 o) C— 2 dg.
Proof. Sei z € B. Betrachte die Funktion

f(Q)—f(z) D
o(0) i { i (e D\,
f (Z)a C =z

Da f holomorph auf D, ist g in D\{z} holomorph und stetig in D. Nach Bemerkung 9.20 und
weil B, (c) konvex ist, ist g|p, (c) integrierbar. Nach Satz 9.18 gilt

| aac-o.
2B (c)
Es folgt

= dc el e &d— 1dBl‘iﬂo &d— . '
0 LBT(C)Q(C) C LBT(C)C_Z C f(z) J:?BT(C)C_Z C LBT(C)C—Z C 27TZf(Z)

O
Corollary 9.23 (Mean value theorem). Sei D < C offen, f: D — C holomorph, c € D und

r >0, so dass B,(c) = D. Dann gilt f(c) = 5 gﬂ fle+et)dt und | f(c)| < |floB, (-

Proof. Wir parametrisieren 0B,.(c) durch [0,27] 3t + ¢ + re't. Mit der Kettenregel fiir

Integrale folgt f(c) = 2%” gw f(c+ et)dt. Wir zeigen den zweiten Teil: Nach Satz 9.22 haben
Wit §op (o) SE2dC = 2mif(2). Es folgt

1
|f(2)] < T’HHHaBT(c) IfloB. () 2 € Br(c)

and set a, := r|1/(¢ — 2)|sp fiir z € B,(c). Da jede Potenz f* ke Z-¢, holomorph auf D ist,
gilt auch |f(2)|* < a’§||f||gBT(C) fiir alle 2 € B, (c) und daher auch |f(2)| < {/a.|f[ap, () fiir alle

z € Br(c). Da limg_, {/a, = 1, folgt |f(c)| < |flam, (o) O

9.4. Von holomorphen Funktionen zu Reihen. Eine Funktion f: D — C heifit in eine
Potenzreihe entwickelbar um ¢ € D, wenn es r > 0 gibt, so dass B,(c) € D, und eine
Potenzreihe Y an,(z — ¢)", die auf B,(c) gegen f|p, () konvergiert.

Remark 9.24. (1) Aus Lemma 9.8 folgt: Wenn f um ¢ in B < D in eine Potenzreihe
>lan(z — )" entwickelbar ist, dann ist f unendlich oft komplex differenzierbar und
ap = % fiir alle n € Z«o.
(2) Eine Potenzreihenentwicklung einer Funktion f um c ist (unabhéngig vom Radius r

der Kreisscheibe B, (c)) eindeutig durch die Ableitungen von f an der Stelle ¢
bestimmt und hat stets die Form f(z) = Y, %(2 —¢)", siehe Satz 9.9. Diese
Reihe heisst Taylorreihe von f um c.

Lemma 9.25. Sei v ein stickweise stetiger Weg in C und f: Im(y) — C eine stetige
Abbildung. Dann folgt
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(1) Die Abbildung
F: C\Im(y) —

o C — z
ist holomorph;
(2) fiir jedes c € C\Im(vy) konvergiert die Potenzreihe ), -~ an(z — )" mit

o1 f(<)
In =9 L(C- Z)n+1dC

nach F auf jeder offenen Scheibe, welche Im(y) nicht schneidet.
(3) F unendlich oft auf C\Im(vy) complex differenzierbar und

k!
FO(z) = o= i (Cf(f))k“dg, Y ze C\Im(y), YV k € Zso.

Proof. Sei r > 0, und c € C, so dass B,(c) n Im(y) = @. Die Reihe
(W)k = (Xpsr (R)w"F);, konvergiert iiberall auf By (0) (Ubung). Durch Substitution
(z2=¢)

w = (= bekommen wir (Ubung)

n=k

Diese Reihe konvergiert fur alle z € B,(c¢), ¢ € Im(y) und k € Z( konvergiert.

Setze g, () := (C_fé)c,zﬂ fiir ¢ € Im(~y). Es folgt fir z € B, (c), dass
k! f(©) _ K n _ ok
(12) prll M = | (; (k)gn(cxz 2 ) d¢

Da | — | = r fiir alle ¢ € Im(v), folgt aus Definition von g,, dass
Hf“hnﬁ)

HgthnOﬂ = T

Mit q := @ folgt

n—k n—k
n—k c—C 1 q
[0 = "4 < 1 (25 ey = Lzt b

Wir haben 0 < ¢ < 1 fiir jedes z € By(c) und Y, (})¢" " = W konvergiert. Nach

Lemma 9.4(6) konvergiert die Reihe (12) normal in ¢ € Im() fur jedes feste z € B,(c). Mit
Lemma 9.8 (Vertauschung >’ und Ableitung/Integral) folgt

! Ld( = Z <n>an(z— )" % wobei a,:= ! &dc.

2i 4 (( = 2)ktt =\k 2mi 4 (= ontt
Damit haben wir (1)—(3) auf B,(c) gezeigt. Da B, (c) eine beliebige offene Scheibe in C\Im(vy)
ist, folgt (1)—(3) auf ganz C\Im(vy). O

Theorem 9.26 (Cauchy-Taylor theorem). Sei D < C offen. Jede holomorphe Funktion
f: D — C ist um jeden Punkt c € D in eine Taylorreihe >, a,(z — )" entwickelbar, die
kompakt in Byis(c,op)(c) gegen f konvergiert, und

f™e) 1 f(€)
nl 27 Japye (C— o)t

auf By(c) fir alle 0 < r < dist(c, 0D). Ausserdem ist f unendlich oft komplex differenzierbar
auf D und

dg,

an =

k! f(©) .
R () = A VS
(=) 5 ZL o 2)FF d¢, ze B, YkeZspy, 0<r <dist(c,dD)
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Proof. Da f holomorph auf D ist, gilt nach Lemma 9.22
1 f(¢
() =g [ Y
2mi Jop.(e) C — 7
fiir alle 0 < r < dist(c,dD). Nach Lemma 9.25 (mit F := f und v := 0B,(c)) besitzt f eine
Taylorentwicklung um ¢, die in B,(c) konvergiert und deren Koeffizienten wie in der

Behauptung sind. Da jede Wahl von 0 < r < dist(c, dD) dieselbe Reihe erzeugt, konvergiert
diese Entwicklung gegen f in ganz By (c,op)(c). Die zweite Aussage folgt aus Lemma 9.25. [

Corollary 9.27. Sei D < C offen und f: D — C holomorph. Dann ist f unendlich oft
komplex differenzierbar.

d¢, ze B(c)

Proof. Nach Theorem 9.26 ist f bei jedem Punkt von D in eine Taylorreihe entwickelbar. Nach
Lemma 9.8, ist f bei jedem Punkt unendlich oft komplex differenzierbar. O

Corollary 9.28 (Riemannscher Fortsetzungssatz). Sei D c C offen, A = D diskret und
abgeschlossen und f: D\A — C holomorph. Dann sind folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist holomorph auf A fortsetzbar;

(2) f ist stetig auf A fortsetzbar;

(3) f ist in einer Umgebung jedes Punktes von A beschrankt;
(4) lim,_,.(z —¢c)f(z) =0V ce A.

Proof. Da A diskret ist, reicht es, die Behauptung zu beweisen, wenn A = {0}. Die
Implikationen (1) = (2) = (3) = (4) sind trivial.
(4) = (1): sei

6(2) == 2(2), 2€ D\{O}, g(0):=0, h(z) := 2g(2).
Nach Voraussetzung von (4) ist g stetig in 0. Die Gleichung h(z) = h(0) + zg(z), dass h
komplex differenzierbar bei 0 ist und h’(0) = ¢g(0) = 0. Da f auf D\{0} holomorph ist, folgt,
dass h auf D\{0} holomorph ist. Also ist A holomorph auf D. NachTheorem 9.26 hat h eine
Taylorentwicklung >} - an2™ bei 0. Da h(0) = 0 = h'(0), folgt ag = a1 = 0 (dh
h(z) = 2%(az + azz +...)). Da h(z) = 22f(2) fiir z # 0 nach Definition von h, folgt, dass
F(z2) :=ay + azz + . ... die gesuchte holomorphe Fortsetzung von f auf D ist. O

Lemma 9.29 (Identity theorem). Sei D < C offen und zusammenhdingend und f,g: D — C
holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) =g

(2) Die Menge {w e D | f(w) = g(w)} hat einen Hiufungspunkt in D.

(3) 3 ce D, so dass f(c) = g™ (c) fiir alle n € Zy.
Proof. (1) = (2) ist trivial.
(2) = (3): Sei h:= f —g. Dann hat M := {w € D | h(w) = 0} einen Haufungspunkt c € D.
Angenommen, es gibt ein m € Z=o mit h(™)(c) # 0, und sei m die kleinste solche Zahl. Mit
Satz 9.22 folgt, dass

B(z) = (2 = )" hun(c), hn(2) 1= Y W) (gt B (o)
nzm

fiir alle > 0, so dass B,(¢) € D. Ausserdem ist hy,(c) = h"™(¢) # 0. Da h,, stetig auf B,(c)
ist, hat hy, keine Nullstellen auf einer Umgebung U < B, (c) von c. Also ist M n (U\{c}) = @
und somit ist ¢ kein Haufungspunkt von M. Ein Widerspruch! Also ist h(m)(c) =0VYme Zxg.
(3) = (1): sei wieder h := f — g. Jede Menge Sy, := {w € D | h¥)(w) = 0} ist (relativ)
abgeschlossen in D, h(¥) stetig ist. Also ist S := ,;'OIO Sk (relativ) abgeschlossen in D. Aber S
ist auch offen in D: wenn z; € S, dann ist nach Satz 9.22 die Taylorreihe von h um z; die
Nullreihe auf jeder B,(z1) mit B,(z1) € D. Da dann h(k)\Br(zl) = 0 fiir jedes k € Z=g, also ist
Br(zl) csS.
Da D zusammenhéngend ist und S # @, folgt S = D. Also ist f = g. O
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Theorem 9.30 (Zusammenfassung). Sei D < C offen und f: D — C stetig. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
(1) f is holomorph auf D;
(2) fiir alle Dreiecke A < D gilt §,, f(¢)d¢ = 0;
(3) es gibt eine offene Uberdeckung D = OU; und komplex differenzierbare Funktionen
F,: U; — C, so dass F} = flu,;
(4) fir jede offene Scheibe B mit B < D gilt f(z) = 5= SaB

(5) f bei jedem c € D in eine Tayloreserie entwickelbar.

Proof. Wir haben

[9ac v 2 e B;

Lem 9.19 Satz 9.18 Satz 9.18
— — —

(1) (2) (3) (1)

und

Satz 9.22 Lem 9.25
=3 ——1

(5) =" (5)

(1) (4)

10. WEITERE EIGENSCHAFTEN VON HOLOMORPHEN ABBILDUNGEN
Lemma 10.1. Sei D < C offen und r > 0, so dass B.(c) € D und sei f: D —> C holomorph
in einer Umgebung von By (c).

(1) Fir jedes k € Z=q, d € (0,7) und z € B,_g4(c) haben wir |f®¥) ()| < Klsimz | flos, (o)
(2) Sei g(z) = .,=0an(z —c)" eine Reihe mit Konvergenzmdius R > r und setze

M(r) i= maxy,_j-, |9(2)]. Dann ilt as] < >0,
Proof. (1) Sei d. := mingepp, (c) [ — 2|. Satz 9.22 fiir %) impliziert
k! f(Q)
(k) () = d B, (c).

@ =g | e 2B
Dann gilt (standard estimate for integrals from Analysis)

f(Q) kU f o, (e r

IPE) < *n( oyt lom.olength(2B, (0) < 5= G 2mr = kol lom, o

Sei d € (0,r7). Dann ist d < d, und die Behauptung folgt.
(2) Nach Satz 9.9, haben wir a,, = gt )( ) fiir alle n > 0. Dann ist ¢ € Bpr—r(c) and daher

(k) 1
g"(e), ) r 1
Sl s ldlenae < S M(r), n=0.

jan| <
O
Theorem 10.2 (Liouville). Jede beschrinkte holomorphe Abbildung f: C — C ist konstant.

Proof. Die Taylor-Entwicklung f(z) = >, a,z" von f bei 0 konvergiert in ganz C nach
Satz 9.26. Nach Lemma 10.1(2) gilt fiir alle r > 0

" an| < Tn|ax|f( z)| VneZso

Nach Voraussetzung gibt es M € R, so dass |f(z)| < M fiir alle z € C. Es folgt:
rlap| < M Vr >0, ¥Yn € Zo.
Wir haben " +— oo fiir n +— o0, also folgt a,, = 0 fiir n > 0. Es folgt f(2) = ag. O

Corollary 10.3. Jede holomorphe Abbildung f: C — B1(0) ist konstant. Insbesondere gibt es
keine biholomorphen Abbildungen von C nach D oder von C nach H (see Blatt 9).

Proof. Ubungen O
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Lemma 10.4 (Growth Lemma / Wachstumslemma). Sei p(z) = >}_, ax2* € C[z] ein
Polynom vom Grad n = 0. Dann gibt es R > 0, so dass fiir alle z € C mit |z| = R gilt:

1 3
Slanllzl" < Ip(2)] < Slanl[2[",

Insbesondere:

Sk

)

p(z
> 1 (sont ist die Aussage trivial). Setze

lim

lz|—

=0 fir0<k<n.

a0
Proof. Wir kénnen annehmen, dass n
r(2) == Y020 lag||z|F. Dann gilt
|an|2]" = [r(2)] < [p(2)] < lanll2]" — +[r(2)] VzeC
Wenn |z| > 1 und k < n, dann ist |z|¥ < [z|"! und somit
k—1
r(z) <|z|"', wobei M := Z lag]-
v=0
Wir nehmen R := max {1, %} O
Corollary 10.5. Jedes Polynom p € C[t] hat eine Nullstelle in C.
Proof. Ubungen U
Lemma 10.6 (Existenzsatz fiir Nullstellen). Sei D < C offen und V < D eine offene

Kreisscheibe um c. Sei f: D — C eine holomorph mit min,epy |f(2)| > |f(c)|. Dann hat f
eine Nullstelle in V.

Proof. Angenommen, f hat keine Nullstelle in V. Dann ist f auch nullstellenfrei in einer
offenen Umgebung U von V, die in D enthalten ist. Dann ist g: U — C, 2z > ﬁ
holomorph. Es folgt

Satz 9.23 1 1
-1 < - -
[F( = lg(c)] maxlg(2) = max |z = T oT
also |f(¢)| = min,ecoy |f(2)| im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Theorem 10.7 (Open Mapping theorem). Sei D < C offen und f: D — C holomorph.
Wenn f nirgends lokal konstant auf D ist, dann ist f offen.

Proof. Sei U eine offene Teilmenge von D und c € U. Es reicht zu zeigen, dass f(U) eine
Kreisscheibe um f(c) enthélt. Da f in einer Umgebung von ¢ nicht konstant ist (nach
Voraussetzung), existiert nach Lemma 9.29 eine Kreisscheibe V < U mit Mittelpunkt ¢ , so
dass f(c) ¢ f(0V): In der Tat, wenn f(c) € f(0V) fiir alle Kreisschreiben V' mit Mittelpunkt c,
dann ist ¢ Haufungspunkt von {w e C | f — f(c) = 0}. Nach Lemma 9.29 (Identitéts Satz) ist
dies dquivalent zu f — f(c¢) = 0 auf D, ein Widerspruch zur Annahme, dass f nicht lokal
konstant ist.

Es folgt, dass 20 := min,cov | f(2) — f(c)| > 0. Wir mochten zeigen, dass

By(f(0) < F(V) < f(U).

Sei b € Bs(f(c)). Dann gilt

Dreiecksungl.

|£(2) — 0] > [f(2) = fOI = b= fe) =20 b= flc)| >d VzedV.

Also folgt

beB, c
min [f(z) =0 =6 X 5e) — b,
zeoV

Mit Lemma 10.6 (angewendet auf f — b), dass es Z € V gibt, so dass f(2) —b=0.
Wir haben also gezeigt, dass Bs(f(c)) < f(V) < f(U). O

Corollary 10.8. Sei D < C offen und zusammenhdngend und f: D — C holomorph. Sei
U < D offen und nehme an, dass max.cy |f(z)| existiert. Dann ist f konstant auf D.
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Proof. Ubung; Anwendung von Open Mapping Theorem O

Theorem 10.9 (Maximum Principle). Sei D < C eine beschrinkte, zusammenhdnende offene
Menge und f: D — C holomorph, die auf D = D U 0D stetig ist. Dann wird das Mazimum
von | f| auf D am Rand 0D angenommen, dh

7)< max|£(Q)] ¥ zeD.

Proof. Die Behauptung ist trivial, wenn f konstant auf D ist. Sei f nicht konstant auf D. Da
D zusammenhéngend ist, ist f nicht lokal konstant. Nach Satz 10.7 (Open Mapping Theorem)
ist f(U) < C offen fiir jede offene Menge U < D. Da D beschrénkt ist, ist U beschrankt und
darum U kompakt. Also ist f(U) kompakt.

Wenn U < D, dann hat also f ein lokales Maximum auf U. Lemma 10.8 impliziert, dass f
konstant auf U ist, im Widerspruch zu unserer Annahme (und dem Identitétssatz

Lemma 9.29). Also hat f kein lokales Maximum auf D.

Sei U = D. Da f stetig auf D ist und D beschrinkt, ist also f(D) kompakt und hat darum f
ein lokales Maximum auf D. Da f kein lokales Maximum auf D hat, ist es auf dem Rand

oD. O

Example 10.10. Wenn D nicht beschréankt ist, stimmt Satz 10.9 nicht: sei
D={zeC|-ir<S(z) < ir} = Cund h: D —> C, z — exp(exp(z)).
Es gilt [hfos =1, da

exp(exii%”) = exp(exeii%”) =exp(+ie’) <1, VzeR

und exp(e®) — o fir x € R, x +— o0.

11. SPASS AUF DER EINHEITSCHEIBE
Wir schreiben D := B;(0).

Lemma 11.1 (Lemma von Schwarz). Jede holomorphe Abbildung f: D — D mit f(0) =0
erfillt

£ (2)]
Falls es ¢ € D\{0} mit |f(c)| =
f(z) =az, zeD.

< |z| firalle zeD, wund |f'(0)] < 1.
|

c| gibt oder |f'(0)| = 1, dann existiert ein a € S', sodass

Proof. Die Bedingung f(0) = 0 bedeutet (wg. Regel von Hopital
im0 g(z) = lim,,¢ FE) — 0 = lim, 1'(2)), dass

o) =12 cemypoy. g0) = 70)

eine holomorphe Funktion g auf D ist. Da |f(2)| <1 fiir jedes z € D, ist max,_, [g(2)] <
alle r < 1. Das Maximumprinzip (Satz 10.9) impliziert

1
lg(2)| < - fir ze B.(0), O0<r<1.

Mit 7 +— 1, bekommt man |g(z)| < 1, also |f(z)] < || fiir alle z € D und |f/'(0)| = |g(0)] < 1.
Falls |f/(0)| = 1 oder |f(c)| = |¢| fiir ein ¢ € D\{0}, dann ist |g(0)] = 1 oder |g(c)| = 1. Dh, |g|
nimmt ein Maximum auf D an. Nach Korollar 10.8 ist g konstant und von Betrag 1. Also ist
g(2) = a € S* und daher f(z) = az. O

Definition 11.2. Sei D c C offen. Ein Automorphismus von D ist eine holomorphe
Abbildung f: D — D, so dass f~! auch holomorph ist. Die Gruppe der Automorphismen
von D schreiben wir Aut(D).

Fiir ¢ € D, schreiben wir Aut.(D) := {f € Aut(D) | f(c) = ¢} (der Stabilisator von ¢ der
kanonischen Operation von Aut(D) auf D).
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Proposition 11.3. Es gilt
Auto(D) = {z — az | a e S'}

Proof. “2”Alle Drehungen sind in Aut(D).
“c” Sei f € Autg(ID), so ist auch f~! € Autg(ID). Nach Lemma 11.1 gilt

[f(2)l < 2| und 2| = [f7H(f(2)) < [f(2)] VzeD.

Es folgt ‘@ =1 fiir alle z € D\{0}, also ist @ =aeSh O

Lemma 11.4. Sei D c C eine offene Menge. Sei J < Aut(D) eine Untergruppe, die transitiv
auf D operiert und Aut.(D) < J fir ein ¢ € D. Dann gilt J = Aut(D).

Proof. Sei h € Aut(D). Da J transitiv auf D operiert, gibt es g € J, so dass g(h(c)) = ¢. Wir
haben gh € Aut.(D). Da Aut.(D) c J und g € J, folgt, dass h € J. O

Proposition 11.5. Es gilt

Z—w

Aut(D) = — el
ut(D) {z ewz—l

|weD,0<<p<27r}.

Proof. Wir nennen die Menge auf der rechten Seite J; sie ist eine Untergruppe von Aut(ID)

(Ubungen). Sie operiert transitiv auf D: sei w € D und g(z) = =4 Dann ist g € J und

g(w) = 0. , i

Ausserdem ist Autg(D) = {z —e¥z:0<p < 27r} c J (Ubungen). Nach Lemma 11.4 folgt

J = Aut(D). O

12. HIN zU RIEMANNSCHEN FLACHEN

Sei X eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann besitzt X ein Atlas {(U, vv)},
wobei jede Abbildung ¢ : U — R? stetig ist und ein Homdomorphismus auf ihr Bild ¢y (U).
Zudem sind fiir sich iiberschneidende Karten (U, o) und (V, ¢y ) die Ubergangsabbildungen
Yy o gp;lz ev(UnV)— py(U nV) stetig.

Definition 12.1. Sei X eine 2-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine komplexe
Struktur auf X ist ein Atlas {(U, o)} von X, sodass die Ubergangsabbildungen

puopy i ov(UnV) —eu(UnV)
holomorph sind, wenn man ¢ (U) und ¢y (V) als Teilmengen von C auffasst.

Nach Zorns Lemma gibt es auf X einen maximalen Atlas, der eine komplexe Struktur auf X
definiert. Wir werden manchmal U mit seinem Bild ¢y (U) identifizieren und z anstelle von ¢
schreiben, wie man es bei einer gewohnlichen komplexen Variablen tut.

Definition 12.2. Eine Riemannsche Flache ist eine zusammenhdngende 2-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit X mit einer komplexen Struktur.

Example 12.3. C und jede offene Menge in C ist eine orientierbare Riemannsche Flache.

Theorem 12.4. Jede kompakte orientierbare Riemannsche Fldche ist diffeomorph zu einer
Sphdare, einem Torus oder einer Fliche von Geschlecht g = 2 (das Geschlecht ist die Anzahl

Proof. Voriibergehende Blackbox - siehe Beweis am Ende der Vorlesung. O
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Example 12.5 (Riemannsche Sphére). Wir betrachten P& ~ S? (Ubung) als die
Einpunktkompaktifizierung C U {N}. Wir setzen U; = S?\{N} = C und ¢1: U; — C als die
Identitat,

Uy = SA\{S}, a(z) = {1/2’ z € C\{0}

0, zZ =0

Die Ubergangsabbildung s o (pl_lz C* — C* ist gegeben durch z — 1/z, was holomorph ist.
Somit ist IP’}C eine Riemannsche Flache.

Example 12.6 (Tori / elliptische Kurven). Sei 7 € C mit Im(7) > 0. Sei

A = {m + n71 | m,n € Z}. Dies ist eine additive Untergruppe von C. Sei 7: C — C/A = X die
Quotientenabbildung. Mit der Quotiententopologie ist X ein kompakter Hausdorff~-Raum und
7 ist ein lokaler Hom6éomorphismus (Topologietibung).

(Hint: Ist a€ Cund U ={a+ A+ ut |\, pe R, —1/2 < A\, u < 1/2}, so ist U ein offenes
Quadrat und bildet sich bijektiv auf eine offene Menge in X ab; aufSerdem ist X das Bild der
kompakten Menge U fiir beliebiges a € C.)

Als Karten benutzen wir Paare (U, @), die wie folgt konstruiert sind: Sei V eine offene
Teilmenge von C, so dass 7|y ein Homéomorphismus auf eine offene Menge U < X ist. Dann
setzen wir ¢ = (r|y)~t: U — V < C. Fiir zwei Karten (Uy, 1) und (Us, @2) gilt:

m(p2 007 (2)) = w(2) fiir 2 € o1 (U1 N Us),
= (paopN)(2)—ze A firalle z € ¢ (U nUs).

Da A diskret ist und ¢s o <p1_1 — Id stetig ist, folgt, dass @ o <p1_1 auf
Zusammenhangskomponenten von U; n Us konstant ist. Insbesondere ist sie holomorph.

Example 12.7 (Geschlecht> 2). Sei A = {z € C | |z| < 1} die offene Kreisscheibe. Sei I" eine
nichttriviale diskrete Gruppe biholomorpher Abbildungen von A, die keine Fixpunkte besitzt.
Dann tragt X = A/T" die Struktur einer zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit (eventuell mit
Rand) (Topologiciibung). (Zum Beispiel: Ist T erzeugt durch (z,y) — (ax,a™'y) fiir ein a € R*
oder durch (x,y) — (x + y,x) und wir betrachten stattdessen die obere Halbebene H anstelle
von A, dann ist X jeweils ein offenes Annulus bzw. eine punktierte Kreisscheibe.) Falls X
keinen Rand besitzt, so trigt es die Struktur einer Riemannschen Fléache. Tatséchlich ist die
Quotientenabbildung 7: A — X ein lokaler Homéomorphismus, da I' diskret ist
(Topologietibung).

Als Karten verwenden wir Paare (U, ¢), die wie folgt konstruiert werden: Sei V' eine offene
Teilmenge von A, so dass 7|y ein Homéomorphismus auf eine offene Menge U < X ist und
YV NV = @ fir alle vy € I'\{1}. Fur jedes z € A existiert eine solche Umgebung V', da I" diskret
ist.

Setze o = (r|y)~1: U — V < A. Fiir zwei Karten (Uy, ¢1) und (Us, ¢2) gilt dann:

m(pa 001 (2)) = w(2) fiir alle z € 1 (Uy N Uy),
= (p20p;1)(2) =7,z fiir ein v, e T.

Da 9 0 7 ! stetig ist und yp1 (U N Us) N @1 (U 0 Us) = @ fiir alle v € T'\{1}, folgt, dass
@2 0 @7 in einer Umgebung von 2z konstant gleich einem festen v ist. Insbesondere ist
g © 901—1 holomorph.
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Definition 12.8. (1) Sei D < C offen und f: D — C holomorph. Nach Lemma 9.25,
kénnen wir f(z) = >, -, an(z —p)" fiir ein m > 0 schreiben. Wenn a,, # 0, sagen wir,
so ist ord,(f) := m die Ordnung von f in p.

(2) Sei X eine Riemannsche und 2 < X offen. Eine Abbildung f: Q@ — C heifit
holomorph, wenn fiir jede Karte (U, ) von X die Funktion fop=t: o(QnU) — C
holomorph ist.

(3) Seien X,Y Riemannsche Flachen und f: X — Y eine Abbildung. Wir nennen f
holomorph, wenn fiir jede Karte (V,1) von Y die Funktion
Yo f: f1(V) — (V) < C holomorph ist.

vy 2k

| A

v

Wir definieren eine Polstelle p von f wie oben und schreiben
ord,(f) :=ord, (o fop1).
Remark 12.9. Sei D c C offen und p € D und f: D —> C eine holomorphe Abbildung.
(1) ord,f wohldefiniert nach Satz 9.9.

(2) Definition 12.8(1) ist unabhéngig von der Wahl der Karten ist, da ein Kartenwechsel
biholomorph ist und somit die Ordnung von v o f o ¢! an p nicht veréndert.

Proposition 12.10. Sei f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
kompakten Riemannschen Flichen und sei Y zusammenhdngend. Dann ist f surjectiv.

Proof. Mit etwas Kartenspielen zeigt man, dass f(X) is offen nach Theorem 10.7. Es ist
kompakt and darum abgeschlossen in Y. Da Y zusammenhéngend ist und f(X) # o, folgt
f(X)=Y. 0

Proposition 12.11. Sei f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flichen. Dann ezistieren fir jeden Punkt p € X eine Karte (U, ) von X um p
und eine Karte (V1) von'Y um f(p), so dass

(o fop )(z)=2"

wobei m = ordy(f) =1 ist.

Also: nicht-konstante holomorphe Abbildungen zwischen Riemannschen Fléachen sehen lokal
aus wie z™. Wir haben nicht vorausgesetzt, dass die Riemannschen Flachen kompakt sind,
daher gilt die Aussage auch fir X =Y = C, allerdings mit sorgfiltig gewdhlten Karten und
Koordinaten.
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Proof. Wahle eine Karte (V,4) von Y und setze q := f(p) so, dass (p) = 0. Wihle eine Karte
(W,0) von X um p mit W < f~5(V) und 6(p) = 0. Dann ist ¥ o f o = holomorph und
Yo fof71(0) =(f(p)) = 0. Daher kénnen wir schreiben:
T(w):= (Yo foh ) (w)= Z cjw! = w™ Z ciwl ™™ = w™S(w).
j=m Jj=m
Wir haben S(0) # 0, da ¢, # 0 nach Voraussetzung. Daher kénnen wir eine m-te Wurzel von
S(0) wahlen, und es existiert eine holomorphe Funktion R in einer Umgebung U von 0, so dass
R(w)™ = S(w).
Setze n(w) := wR(w). Dann gilt:
T(w) = w™S(w) = (wR(w))™ = n(w)™.
Wir zeigen, dass n(w) eine lokale Koordinate ist. Es gilt:

7' (w) = wR' (w) + R(w), alson'(0) = R(0) = %/S(0) # 0.
Nach dem Inversen Funktionensatz (Satz 5.23) ist 7 in einer Umgebung von 0 invertierbar und
n~! holomorph (siehe Blatt 12). Dann ist ¢ = 1o @ eine Karte auf einer geeigneten Umgebung
von p in W3 es gilt n(é(p)) = n(0) = 0. Es folgt:

(o fop™)(z)=Wofold on™)(z) =T (2)) = nln~'(2))™ = 2™
O

Corollary 12.12. Sei f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flichen. Es gilt: ord, f = 1 genau dann, wenn es eine Umgebung U von p gibt,
so dass fly: U — f(U) biholomorph ist.

Proof. Nach Proposition 12.11 ist ord, f = m(p) genau dann, wenn es Karten (U, ¢) von X
und (V, ) von Y mit pe U und f(p) € V gibt, so dass 1o f o p~1(2) = 2™P) fiir alle z € o(U).
Dies und die Tatsache, dass f offen ist (Proposition 10.7), impliziert die Aussage. ]

Definition 12.13. Eine stetige Abbildung f: S — T zwischen topologischen Réumen heisst
endliche Uberlagerung, wenn sie surjektiv ist und es d > 1 gibt, so dass es fiir jedes t € T eine
Umgebung ¢ € Uy, so dass f~!(U;) homémomorph zu d disjunkten Kopien von U; sind.

Proposition 12.14. Sei f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
zusammenhdngenden kompakten Riemannschen Flichen. Sei

R={peX|ordy(f)>1} =X and B = f(R).

Dann ist f|x\-1(p): X\f~1(B) — Y\B eine endliche (holomorphe) Uberlagerung.
Ausserdem ist die Zahl d := Zpef_l(q) ord,(f) von q € Y unabhingig und ist genau die Anzahl
Bldtter in der Uberlagerung f|X\f71(B).

Proof. Da Y zusammenhéngend ist and X and Y kompakt, impliziert Lemma 12.10 dass f is
surjectiv ist. Da X kompakt ist, ist R endlich.

e Wir zeigen, dass f~!(q) endlich ist fiir alle ¢ € Y\ B. Nehmen wir an, dass f~!(g) unendlich
ist. Da f~!(g) in X abgeschlossen ist und da X kompakt ist, hat f~!(g) einen Hiufungspunkt
p € X. Wir wéhlen eine Karte (Up, ¢) von X um p und eine Karte (V;, ) von Y um ¢ = f(p)
so, dass U < f~(V), und betrachten die Abbildung

F:p(U) —C, z—> (o fop () —¥(a).
Sie ist holomorph (da f, ¢, holomorph um jeden punkt in f~!(g)) und hat unendlich viele
Nullstellen (da f~!(g) unendlich). Lemma 9.29 impliziert, dass F' konstant auf U ist. Dann ist

auch f konstant, wieder nach Lemma 9.29, ein Widerspruch. Wir haben gezeigt, dass f~!(q)
endlich ist fiir jedes ¢ € Y'\B.
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o Wir zeigen, dass f|x\-1(p) eine endliche Uberlagerung ist. Fiir jeden Punkt p e X\ f~'(B)
gibt es eine Karte (Up, ) von X um p und eine Karte (Vy(,), ¥ f(y) von Y um f(p), so dass

Wy © fopy (=) =z
wobei m(p) = ord,(f), see Proposition 12.11. We definieren

dg = 2 ordy(f), qe€B.
pef~1(q)

Wir zeigen jetzt, dass d, unabhingig von q ist. Fiir jedes g € B gibt es eine Umgebung

W, < V, von g, so dass f(U,) > W, (da f offen nach Satz 10.7) fiir alle p € f~*(g) und so dass
Y = Ugey W, Wir haben X = uc-1(p)Up. Beide X und Y sind kompakt, also gibt es endliche
Teiliberdeckungen X = U%_,Up,; und Y = Ui, Wy, , so dass jedes p; in einem f ~1(gi) enhalten
ist. Wir haben also gesehen, dass (¢f(, )0 f o go;jl)(z) = 2™ for p; e f~Y(g;). Also: fiir alle
te W, \{q1, .., qm} haben wir ords(f) = 1 fiir alle s e f~1(¢) (da t # qi,...,¢n) und darum

Y, od(N)=1f10I= Y, mp)
sef~1(t) pi€f~ ai)
Dies zeigt, dass d; unabhéngig von t € W, ist (es konnte a priori von g; abhéngen). Das Obige
halt auch fir ¢ € Wy, n Wy, Darum ist d; unabhéngig von ¢ € B. Dies zeigt, dass fx\-1(p) eine
endliche Uberlagerung von Grad d ist. U

Erinnerung: das Geschlecht g(X) einer kompakten orientierbaren Riemannschen Fliche X ist
die Anzahl Locher (wie in Satz 12.4). Nach [?, §8, Theorem 3, p.60] hat jede Mannigfaltigkeit
M eine Trianguliereung. Daher kénnen wir die sogenannte Euler-Charakteristik x (M) von M
berechnen:

X(M) = |Fliachen| — |Kanten| + |Ecken)|

und x (M) hingt nicht von der Triangulierung ab.

Theorem 12.15. Fliir eine kompakte orientierbare zusammenhdngende Riemannsche Fldche
X gilt x(X) =2—-2¢g(X).

Proof. Spater. O

Theorem 12.16 (Riemann-Hurwitz). Sei f: X — Y ein nicht-konstante holomorphe
Abbildung zwischen zusammenhdngenden kompakten orientierbaren Riemannschen Fldchen.
Dann gilt:

29(X) =2 =d(29(Y) = 2) + D (ordy(f) — 1).

peX
wo d =731, 0rdp(f).

Proof. Sei R = {pe X |ord,(f) > 1} und B = f(R) c Y. Die Abbildung
f: X\f~Y(B) — Y\B ist eine endliche Uberlagerung mit d Blitter nach Proposition 12.14 ,
wobei

d= 2 ord,(f) =1,

pef~'(q)

welches unabhéngig von ¢ € Y ist. Wir wéhlen eine Triangulation von Y (siehe [?, §8, Theorem
3, p.60]); wir verfeinern die Triangulierung, so dass alle Punkte von B unter den Ecken sind
und auf X oberhalb jedes Dreieckes d Kopien des Dreieckes sind.
Wenn eine Dreieck T keine Ecken in B hat, dann ist f~1(T') eine Vereinigung von d disjunkten
Dreiecken. Wenn T eine Ecke ¢ € B hat, dann ist f~!(T) eine Vereinigung von d Dreiecken,
welche wie folgt zusammengeklebt sind: fiir jedes p € f~!(q) gibt es m(p) Dreiecke, welche
oberhalb von p zusammengeklebt sind. Da |f~"(q)| = X p-1(, m(p), zieht dies

d—|pe f1q)| = 2pef-1(q) (0rdp(f) — 1) von the Euler characteristic x(X) ab.
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Wir machen diese fiir jedes ¢ € B und erhalten

2 - 29(X) = x(X) = dx(Y) = Y (ordy(f) = 1) = d(2 = 29(Y)) =} (ordy(f) — 1)

peX peX

Multiplizieren mit —1 ergibt die gewiinschte Formel. ]

J
—>

Wir beweisen jetzt Satz 12.4 und Satz 12.15.

Example 12.17.

Lemma 12.18. Sei U < R" eine Umgebung von 0 und sei f: U — R eine glatte Funktion
mit f(0) = 0. Dann gilt

n
flz1,...,zpn) = 2 zigi(T1, ..., %)
i=1
fiir gewisse glatte Funktionen g;: U — R mit ¢;(0) = %(0) fiir alle 1.

Proof. Wir schreiben

1 d 1 n af
fz1,...,20) =L dtf(t:xl,...,t:cn)dtzL Z a!T'(ta:l,...,75:1:,1)%-dt
i=1 """
:Z%J —f(txl,...,txn)dt.
= Jo O
Setze gi(x1,...,xp) = é%(ml, ..., txy)dt. Dann ist g; glatt und erfiillt
190 0
gi(0) = §y £L.(0) dt = $L(0). m

Erinnerung: Ein Punkt p heifit ein kritischer Punkt einer glatten Funktion f: U — R™
(U < R™ offen), falls D f,, nicht vollen Rang hat (d.h. Df, ist weder injektiv noch surjektiv).

Lemma 12.19 (Morse-Lemma). Sei U < R™ eine Umgebung von 0, f: U — R eine glatte

Funktion, und sei p ein kritischer Punkt von f, so dass die Hesse-Matriz ( af;]; - (p)) micht

ausgeartet ist. Dann existiert ein lokales Koordinatensystem (y1,...,yn) in einer Umgebung V
von p mit y;(p) = 0 fir alle i und

f, e coun) = fp) £yl +ys £ £ y2
auf V.

Proof. Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass p = 0 und f(0) = f(p) = 0. Nach
Lemma 12.18 kénnen wir schreiben:

n
flz1,...,zp) = 2 zigi(T1, ..., %)
i=1

fiir gewisse glatte Funktionen g;: U — R mit ¢;(0) = (%(O). Da p = 0 ein kritischer Punkt

ist, gilt:
of

- 095@

9i(0) 0)=0 Vi=1,...,n.
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Wir wenden Lemma 12.18 erneut auf die ¢g; an und erhalten:
n
f(l‘l, e ,ﬂ?n) = Z SCZ'Cthij(.Tl, e ,SL‘n)
ij=1
fur gewisse glatte Funktionen h;j: U — R. Nun setzen wir ibz-j := 1(hyj + hj;) und schreiben:
n A~
f = Z xiacjhij(:vl, ey xn)
ij=1
Beachte: ﬁij = ﬁji, also ist die Matrix (?LZ]) symmetrisch. Wir iberpriifen, dass die Matrizen

~

(% 63i2(9j;j (0)> und (h;;(0)) tibereinstimmen:

0% f
axial“j

= 2h;;(0)
z=0

Dies gilt, weil in der Summenentwicklung jedes Produkt xixjﬁij bei zweimaliger partieller
Ableitung den Faktor 2h;;(0) liefert (fiir ¢ # j symmetrisch). Daher gilt:

0% f
a.%i&l‘j

= 2h;;(0)
=0

A~

Da per Voraussetzung die Hesse-Matrix ((351270];(0)) nicht ausgeartet ist, folgt, dass (h;;(0)) eine
nicht-ausgeartete symmetrische Matrix ist. Wir wenden nun das Diagonalisierungsverfahren fiir

symmetrische Matrizen an, mit Induktion iiber n. Angenommen, es existieren lokale

Koordinaten uyq, ..., u, in einer Umgebung V; von 0, sodass
2 2
flur, ... up) =tuj £ £ui_; + Z UinHij(ula ey Up)
1,0 =T

wobei (H;;) symmetrisch ist. Nach einer affinen Koordinatentransformation kénnen wir
annehmen, dass H,,.(0) # 0 gilt. Setze dann:
glut, ... up) == A/[Hpe(ur, ..., u,)|

Dann ist g glatt und ungleich null in einer Umgebung Vo < V; von 0.
Nun definieren wir neue Koordinaten v; durch:

U, 1#T
V; = H; (ul,...,u .
g(ul,...,un) <UT+Zi>ruiHi:(u17,...,uz)))7 1=7T

Man iiberpriift:

H,
o = )y + Y u ity
>r r
H H 2
= |H,| ug +2u7~2ui oy Zuz o
>r Hrr > Hrr

2
H, H;
= \Hm«\uz + ‘H::’QuT Z wiHi + |Hyy| <Z qu::)

i>r >
Damit ergibt sich fiir f in den neuen Koordinaten:
fui, . yvp) =203 £ 02 02 + Z viviHi;(v1, ..., n)
1,7>1
mit symmetrischer Matrix (H;;). Der Umkehrsatz (Inverse function theorem, Satz 5.23)

garantiert, dass (v1,...,v,) ein Koordinatensystem in einer Umgebung V3 < V5 von 0
bildet. O
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Definition 12.20. Eine glatte Funktion f: U — R von einer offenen Menge U < R" heifit
eine Morse-Funktion, wenn fiir jeden kritischen Punkt p € U die Hesse-Matrix H(p) nicht
ausgeartet ist.

Corollary 12.21. Zu jedem kritischen Punkt p einer Morse-Funktion f existiert eine
Umgebung von p, die keinen weiteren kritischen Punkt von f enthdlt.

Proof. Wir wenden das Morse-Lemma (Lemma 12.19) auf einen kritischen Punkt p von f an:
es gibt eine Umgebung V von p, in der f keine weiteren kritischen Punkte hat. O

Beweis von Satz 12.4. Sei f: S —> R eine Morse-Funktion. (Ihre Existenz folgt, indem man S
in einen R™ einbettet und die Einschrankung einer in einer Umgebung von S definierten
Morse-Funktion betrachtet.) Die Menge C' der kritischen Punkte von f ist endlich:

n -1
ci=tes|ph=0=((5L) ©

=1

ist abgeschlossen in R™ und nach Korollar 12.21 besitzt C keine Haufungspunkte, ist also
diskret. Da S kompakt ist, folgt, dass C abgeschlossen, diskret und somit endlich ist. Durch
leichte Drehung von S im R” kénnen wir annehmen, dass alle kritischen Punkte verschiedene
Funktionswerte (kritische Werte) besitzen. Da S kompakt und zusammenhéngend ist, ist
f(S) = [a,b] ein kompaktes Intervall. Bezeichne die kritischen Werte mit

a<c <cy<---<cp<bund die zugehorigen kritischen Punkte mit pq, ..., p,, sodass

f(pi) = c;. Wir betrachten die Niveaumengen L; := f~1(¢) fiir ¢ € [a,b]. Fiir t < a ist L; = @,
und fiir ¢t > a ist L; # @ aufgrund der Zusammenhangseigenschaft von S. Da f glatt ist und S
kompakt, zusammenhéngend und ohne Rand ist, kann f~!(a) keine Fliche und kein Kreis
sein. Folglich ist a = ¢; und L., = {p1}. Nach dem Morse-Lemma (Lemma 12.19) gibt es eine
Umgebung U; von p; sowie Koordinaten x1,y; um p;p, sodass:

floy = f(p1) £ 2f + 45

Da c; der kleinste kritische Wert ist, liegt bei p; ein lokales Minimum vor, also
flo, = 1 + 22 + yi.

Somit ist fiir kleine € > 0 jede Niveaumenge L; mit ¢ € (¢1,c; + €) diffeomorph zu einem Kreis.
(Vertikales Bild zur Illustration.) Betrachte nun py mit f(p2) = c2. Nach dem Morse-Lemma
gilt in einer Umgebung Us:

Floy = ca & 25 £y,
Bis auf Umbenennung der Koordinaten ergeben sich drei Félle:

(1) flu, = co — 23 — y3: po ist ein lokales Maximum. Dann ist S diffeomorph zur Sphére.
(Bild: Ein "Arm" wirde zu einem weiteren kritischen Wert fihren.)

(2) flu, = ca — @3 + y3: po ist ein Sattelpunkt. Dann hat L., die Form einer Acht. Fiir
t < co sind die Niveaumengen ein Kreis, der sich bei ¢o ,aufschniirt“, und fiir ¢ > co
bestehen sie aus zwei disjunkten Kreisen. (Bild)

(3) flu, = ca + o3 + y3: po ist ein weiteres lokales Minimum. Dann ist L, die disjunkte
Vereinigung eines Punktes (p2) und eines Kreises. (Bild)

In den Féllen (2) und (3) betrachten wir die Entwicklung der Niveaumengen weiter. Wir
erhalten durch f eine Zerlegung von S in Standardstiicke.
Seien 71, ...,r,_1 regulire Werte mit ¢; < r; < ¢;41. Sei T’ eine Zusammenhangskomponente
von S\ U;:ll L,,. Dann ist T offen in S und der Abschluss T eine zusammenhéngende
differenzierbare Fliache mit Rand. Nach obiger Analyse ist T diffeomorph zu einem der
folgenden Standardstiicke:

e ciner Scheibe,

e cinem Zylinder oder

e cinem ,Paar Hosen“ (d.h. einer Flache mit drei Randkomponenten).
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(Bild: Hose, Kappe, etc.) Diese Stiicke lassen sich wie folgt vereinfachen:

Scheibe + Zylinder = Scheibe,
Scheibe + Hose = Zylinder,
Zylinder + Zylinder = Zylinder,
Zylinder + Hose = Hose.

Dieser Reduktionsprozess endet nach endlich vielen Schritten (da es nur endlich viele T gibt).

Welche Moglichkeiten ergeben sich fiir S? Sei f: S — R eine Morse-Funktion. (Ihre Existenz

folgt, indem man S in einen R™ einbettet und die Einschradnkung einer in einer Umgebung von
S definierten Morse-Funktion betrachtet.)

(1) Eine Scheibe, deren Rand mit sich selbst identifiziert wird: ergibt RP?, nicht
orientierbar.

(2) Zwei Scheiben mit gemeinsamem Rand: ergibt die Sphére.

(3) Ein Zylinder mit identifiziertem Rand: ergibt den Torus oder die Kleinsche Flasche.

(4) Eine gerade Anzahl e(S) > 2 von Hosenstiicken, deren insgesamt 3e(S)
Randkomponenten paarweise verklebt werden. (Solche Flichen konnen orientierbar
oder nicht-orientierbar sein; wir betrachten hier nur die orientierten Fdlle.)

Die orientierbaren Optionen stimmen mit den in der Abbildung genannten Fléchen iiberein.

(1) Eine Scheibe, deren Rand mit sich selbst identifiziert wird: ergibt RP?, nicht
orientierbar.

(2) Zwei Scheiben mit gemeinsamem Rand: ergibt die Sphére.

(3) Ein Zylinder mit identifiziertem Rand: ergibt den Torus oder die Kleinsche Flasche.

(4) Eine gerade Anzahl e(S) > 2 von Hosenstiicken, deren insgesamt 3e(S)
Randkomponenten paarweise verklebt werden. (Solche Flichen kénnen orientierbar
oder nicht-orientierbar sein; wir betrachten hier nur die orientierten Fdalle.)

Die orientierbaren Optionen stimmen mit den in der Abbildung genannten Fliachen
iiberein. O

Corollary 12.22. Fiir jede nichtnegative ganze Zahl g = 0,1,2,... existiert eine
zusammenhdngende, orientierte, kompakte Fliche vom Geschlecht g. Zwei zusammenhdngende,
orientierte, kompakte Flichen sind genau dann diffeomorph, wenn sie dasselbe Geschlecht
haben.

Proof. Die Behauptung ist klar fiir die Sphére und den Torus. Wenn g > 2, folgt aus der
Klassifikation in Satz 12.4, dass zwei Flachen diffomorph sind, dann und nur dann, wenn beide
diffomorph zu einer Fliche mit g Lochern ist. ]

Noch eine andere Art, eine zuammenhéngende kompakte orientierbare glatte
2-Mannigfaltigkeit aufzuschneiden:
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Corollary 12.23. Sei S eine orientierbare, kompakte, zusammenhdngende differenzierbare
Fldche mit Symbol
—1;-1 —1;-1 —1;—1
arbray “b] “asbaay by . ..agbgag bg
fiir g = 1. Dann ist die Fundamentalgruppe 71(S) isomorph zu
m1(S) =~ a1, by,...,ay,b, | arbray 'by tagbeay byt . .. agbgaglb;1>
und S ist eine hyperbolische Fldche, falls g = 2.

Proof. Ubung, benutze Satz von Seifert-van Kampen. O

Theorem (Seifert-van Kampen theorem). Let X be a topological space that is the union of
two open and path connected subspaces Uy, Us such that Uy n Uy is path-connected and
non-empty. Let xqg € Uy n Us. Then X is path-connected and the inclusion maps Uy, Uy — X
induce group homomorphisms j;: m (U;, z9) — m1(X, xo) such that w1 (X, x0) is the
amalgamated amalgam of w1 (Uy,xo) and w1 (Us, x¢) along m1(Uy 0 Us, o).

or G={(A, B f(i)g(i)~t,iel)
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